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Предисловие 

В 2006 г. исполнилось 55 лет со дня смерти Эли Картава, одного из 
величайших математиков ХХ века. 

Эта книга написана двумя геометрами, работающими в двух областях 

геометрии, созданных Эли Картавом. 

Математическое наследие Картава настолько обширно, что все его 

открытия невозможно описать в одной книге. Авторы ставят перед собой 
более скромную задачу - описать и оценить только наиболее важные 

достижения Картава и развитие его идей математиками позднейших по­

колений. 

Главы 1-3 и 6 написаны Б. А. Розенфельдом, главы 5 и 7-
М. А. Акивисом, глава 4 написана обоими авторами. Мы выражаем сер­
дечную благодарность сыну Эли Картава - Анри Картану, одному из 

крупнейших математиков нашего времени, который сообщил нам много 

подробностей о жизни отца и передал семейные фотографии. 

Первый вариант этой книги, написанный в 1989 г., был опубликован 

в английском переводе в 1993 г. в серии «Математические монографии», 

издаваемой Американским математическим обществом (vol. 123). Анри 
Картаи написал авторам об этом переводе: «Это -лучший nамятник 

моему отцу». 

Текст русского варианта книги не всюду точно совпадает с текстом ее 

английского варианта. В нем исправлены замеченные опечатки, кое-где 

текст сокращен, а в некоторых местах- значительно расширен. 

Кроме того, в большей части русского варианта (главы 2-5) все 
индексы у тензоров записываются снизу и суммирование обозначается 

знаком 2.:: в соответствии с тем, как это делал Картаи в работах о группах 
и алгебрах Ли; лишь в главах 6 и 7, посвященных римановым и обоб­
щенным пространствам, эти индексы пишутся внизу и вверху. 



Глава 1 

Жизненный путь Картана 

Отчий дом 

Эли Жозеф Картан родился 9 апреля 1869 г. в деревне Доломье 

в департаменте Изер на юга-востоке Франции. Река Изер, имя которой 

носит департамент, является одной из наиболее полноводных рек Фран­

ции, на которой в настоящее время стоят несколько гидроэлектростан­

ций, питающих энергией промышленный район Гренобля -центра этого 

департамента. Первая гидроэлектростанция на Изере была построена 

в год рождения Э. Картана владельцем писчебумажной фабрики Ари­

стидом Берже. 

Департамент Изер является центральной частью исторической фран­

цузской провинции Дофине, когда-то бывшей графством, входившим 

в Бургундское королевство, а впоследствии вотчиной дофина- старшего 

сына короля, наследника престола. Провинция Дофине простиралась 

от Альп до реки Роны, левым притоком которой является Изер. Пер­

воначально столицей Дофине был город Вьенн, впоследствии столицей 

провинции стал Гренобль. 

Доломье во время детства Картана имела около пятисот жителей 

и была центром шелководства и шелкопрядения. 

На рис. 1.1 видна площадь Марсова поле в Доломье (ныне площадь 
Эли Картана) и дом, где Картан жил в детстве с 3 до 10 лет (дом семьи 
Картана-второй справа). 

Доломье была родиной известного геолога Деодата Г и Сильвена Грате 

де Доломье ( 1750-1801 ), академика и участника знаменитого египетско­
го похода Наполеона. Имя Доломье увековечено в названии открытого 

им минерала- доломита. 

Предки Картана были крестьянами. Сам Эли Картав писал свою фа­

милию Cartan, а его nредки- по-разному. Упомянем два из этих вариан­

тов: Quartant- «четвертующий» и Carthan, наnоминающие о карфагеня­
нах, которые под предводительством Ганнибала прошли через Испанию, 

родные места Картана и Италию, до Рима, и nытались взять Рим. 
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Рис. 1.1 

Известно имя прадеда Эли Картана- Бенуа (1779-1854). Дед 
Э.Картана, также носивший имя Бенуа (1801-1854), был мельником. 
Отец Э. Карта на Жозеф (1837 -1917) 
родился в деревне Сен-Виктор-де-Мо­

рестель, находящейся в 13 км от До­
ломье. После его женитьбы на Анне 

Коттаз ( 1841-1927) семья поселилась 
в Доломье, где жила Анна. Жозеф 

Картан был деревенским кузнецом. 

Эли Картан вспоминал: «Мое детство 

убаюкивалось ударами по наковальне, 

раздававшимиен каждое утро, начиная 

с самой зари, и я еще вижу мою мать, 

которая в мгновения, оставшиеся сво­

бодными от забот о детях и хлопот по 

хозяйству, работает за прялкой» [ 189, 
с. 51]. На рис. 1.2 мы видим родителей 
Эли Картана в 1890 г. Э. Картан вспо­

минал о них, «скромных крестьянах, 

которые в течение своей долгой жизни 

дали своим детям пример радостного 

труда и мужества в преодолении труд­

ностей» [189, с. 51]. Рис. 1.2 
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В семье Картанов было четверо детей, из которых Эли был вто­

рым. Старшая сестра Жанна-Мари (1867-1931) была портнихой, млад­
ший брат Леон ( 1872-1956) стал кузнецом и работал вместе с отцом. 
Младшая сестра Эли, Анна ( 1878-1923), не без влияния брата стала 
математиком. Она окончила Высшую Нормальную школу для девушек 

в Севре и преподавала математику в различных лицеях для девушек. Анна 

Карта н была автором двух учебников для этих лицеев- по арифметике 

и геометрии для первого года обучения и по геометрии для второго года 

обучения, оба эти учебника выдержали много изданий. 

Школьник и лицеист 

Эли Картаи начал учиться в начальной школе в родной деревне. 
С большой теплотой он вспоминал своих учителей- Коллона и особенно 

Дюпюи, давших двум сотням мальчиков первоначальное образование, 

значение которого он смог оценить значительно позднее. Эли был луч­

шим учеником этой школы, впоследствии Дюпюи писал о нем: «Эли 

Картаи был застенчивым учеником, но в его глазах блистал удиви­

тельный свет незаурядного ума, соединенного с чудесной памятью. Ни 

один вопрос не мог поставить его в затруднение: он знал все, чему 

обучали в классе, и понимал все еще до того, как учитель заканчи­

вал свои объяснения». Картав «мог не задумываясь перечислить все 

супрефектуры в любом департаменте Франции» и от него «не усколь­

зали никакие грамматические тонкости правил причастий прошедшего 

временю> ( 189, с. 52]. 
Поворот в судьбе Картава произошел следующим образом: «Одна­

жды кантональный делегат по имени Антонен Дюбо приехал для инспек­

ции школы. Этот визит определил всю мою жизнь. Инспектор решил, 

что я должен участвовать в конкурсе на стипендии в лицеях. Г -н Дю­

пюи управлял моей подготовкой с сердечным участием, которого я не 

забуду никогда. Все это заставило меня совершить прекрасную поездку 

в Гренобль, где я без особого труда сдал экзамены, оказавшиеся не 

слишком страшными. Мои блестящие успехи наполнили гордостью г-на 

Дюпюи, и, благодаря поддержке г-на Дюбо, который в течение всей 

своей жизни с любовью вполне отеческой интересовался моей карье­

рой и моими успехами, я был награжден полной стипендией в коллеже 

Вьенна» ( 189, с. 52]. 
Автоиен Дюбо (1844-1921) был личностью замечательной во мно­

гих отношениях: журналист-республиканец в эпоху Наполеона 111, после 
установления во Франции Третьей Республики он стал префектом депар­

тамента Орн к западу от Парижа, затем переехал в департамент Изер, 
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депутатом от которого он был в 1880-1897 гг. В этот период он был ми­
нистрам юстиции в кабинете Казимира Перье. В 1897 г. Дюбо избирается 

в Сенат, в 1906-1920 гг. он был председателем Сената Франции. 
Картан характеризовал Дюбо как человека, обладающего неиссяка­

емым оптимизмом, основанным на горячей вере в прогресс, силе разума 

и желании находить истину и делать добро. 

В это время во Франции имелись два типа средних учебных заве­

дений- коллежи, принадлежавшие местному самоуправлению, и лицеи, 

принадлежавшие Министерству народного просвещения. 

«Таким образом,- вспоминал Карта н,- в возрасте десяти лет я с ра­

достью покинул отчий дом, не подозревая, что уже через несколько дней 

я пожалею о том, что потерял. Я должен был привыкнуть к жизни в об­

щежитиях, где мне пришлось провести более десяти лет. После пяти лет 

коллежа, где мне приходилось ограничивать себя скудной едой два раза 

в день, моя стипендия была переведена в Гренобльский лицей, где я за­

кончил свое классическое образование риторикой и философией, а затем 

в лицей Жанеона де Сайи, который совсем недавно открылся и все были 

в восхищении от успеха Ле Дантека, принятого первым в Нормальную 

школу. 

В лицее Жанеона у меня были замечательные преподаватели- Соло­

мон Блош (по элементарной математике) и Эмиль Лакур (по специальной 

математике)» [189, с. 52]. В лекции [190] Картан вспоминал, что он ре­
шил стать математиком после того как прочел книгу Л. Эйлера «Введение 

в анализ бесконечно малых», которой его наградили за успехи в лицее 

Жанеона де Сайи. 

В одном классе с Картанам в этом лицее учился Жан Батист Пер­

рен (1870-1942), впоследствии один из наиболее замечательных физи­
ков Франции, которого связывала с Картавом дружба в течение всей 

жизни. 

Студент 

По окончании лицея Жанеона де Сайи Картан решил стать матема­

тиком. В Париже в то время математиков готовили в Парижеком уни­

верситете, основанном в 1253 г. Робером Сорбоном, в Политехнической 

школе и в Высшей Нормальной школе, которые были открыты во время 

Великой Французской революции. 
Политехническая школа, в которой обучались три (впоследствии два) 

года, давала математическую и общетехническую подготовку, после кото­

рой студенты проходили специализацию в высших технических учебных 

заведениях. 
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Высшая Нормальная школа была высшим педагогическим учебным 

заведением с трехгодичным обучением. Картаи поступил в Высшую Нор­

мальную школу в 1888 г. Во время обучения в этой школе Картаи также 

посещал лекции в Сорбонне. 

Из профессоров, лекции которых Картаи слушал в это время, на 

первое место он ставил «математического гиганта Анри Пуанкаре, лекции 

которого потрясали нас. Нет ни одной ветви современной математики, 

которая не испытала бы его влияния» [ 189, с. 54]. 
Пуанкаре (1854-1912) был не только математиком, но и физиком, 

астрономом и философом. В 1883 г. Пуанкаре создал теорию автоморф­

ных функций, тесно связанную с теорией групп и с геометрией Лобачев­

ского. Пуанкаре привлек внимание Картана к геометрическим примене­

ниям теории групп. 

Карта н упоминал также Шарля Эрмита ( 1822-1901 ), специалиста 
по анализу, алгебре и теории чисел. В связи с задачами теории чи­

сел он ввел «эрмитовы формы», играющие важную роль в геометрии. 

Карта н упоминал Жюля Т аннери ( 1848-191 0), одного из основателей 
французской теоретика-множественной школы; Гастона Дарбу ( 1842-
1917) - геометра, одного из основоположников метода подвижного ре­

пера, известного также своими работами по теории дифференциальных 

уравнений; Поля Аппеля ( 1855-1930), специалиста по анализу и меха­
нике; Эмиля Пикара (1856-1941 ), который работал в области теории 
дифференциальных уравнений и широко применял в ней геометрические 

и теоретико-групповые методы; Эдуарда Гурса (1858-1936), автора ра­
бот по теории дифференциальных уравнений и о группах преобразований. 

Высшая Нормальная школа в то время была тесно связана с норвеж­

ским математиком Софусом Ли (1842-1899), который в 1886-1889 гг. 
возглавлял кафедру геометрии в Лейпцигском университете. В 1888-
1889 гг. по рекомендации Ж. Таннери и Г.Дарбу несколько молодых фран­
цузских математиков, в том числе Эрнест Вессио ( 1865-1952) и Артюр 
Тресс ( 1868-1958) в течение года учились у С. Ли в Лейпциге. Жи­
во интересовался работами С. Ли и Пикар. После возвращения Вессио 

в Париж появились статьи Пикара и Вессио о применении непрерыв­

ных групп к проблеме интегрируемости дифференциальных уравнений, 

продолжавшие исследования Софуса Ли. Конечномерные непрерывные 

группы, которые рассматривал С. Ли, в настоящее время называются 

группами Ли; С.Ли называл эти группы «конечными непрерывными 
группами». 

Картаи окончил Высшую Нормальную школу в 1891 г. и стал лекто­

ром факультета естественных наук университета в Монпелье, но вскоре 
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был призван во французскую армию, где служил в течение года и получил 

звание сержанта. 

Доктор наук 

В статьях Пикара и Вессио особую роль играли так называемые 

разрешимые, или интегрируемые, группы Ли. В связи с этим возникла 

задача о перечислении всех простых групп Ли, так как наличие простых 

подгрупп в группе Ли свидетельствует о ее неразрешимости. 

Теории простых групп Ли была посвящена опубликованная в 1888-
1890 гг. статья немецкого математика Вильгельма Киллин га ( 184 7 -1923) 
«Строение конечных непрерывных групп преобразований» [Кi12]. Ин­

терес Картэна к этим вопросам возник под влиянием А. Тресса, учив­

шегася вместе с ним в Высшей Ньрмальной школе. Вернувшийся из 

Лейпцига А. Тресс рассказал Картаву о статье Киллинга и о том, что 
в ней было найдено несколько неверных утверждений о нильпотентных 

группах («группах нулевого ранга»). Тресс сообщил Картану, что лейп­

цигский математик Ф. Энгель поставил перед своим учеником К. А. Ум­

лауфом (1866-?) задачу исправления неточностей Киллинга. Умлауф 
задачу выполнил и защитил докторскую диссертацию «0 строении конеч­
ных непрерывных групп преобразований, в особенности групn нулевого 

ранга» [Um] (1891). Тресс посоветовал Картэну выяснить, не содержит 
ли неточности основная часть работы Киллинга. Эта задача и nривела 

Картэна к теме его докторской диссертации. 

Картав работал над этой темой в 1892-1894 гг. в Париже. Как 

окончивший Высшую Нормальную школу с отличием, Картэн nолучил 

стиnендию фонда Пеко, учрежденную в 1885 г. для поддержки талантли­

вых МОЛОДЫХ учеНЫХ ЭТОЙ ШКОЛЫ. 

Картэн изучил работу Киллинга и nришел к выводу, что главная 

часть этой работы nравильна, и что nримененный Киллингам новый 

метод, основанный на изучении «корней» простых групп Ли, является 
исключительно эффективным методом для изучения таких групn. В то 

же время Картэн обнаружил некоторые ошибочные утверждения Кил­

линга. 

Картэн дал строгое доказательство многих результатов Киллинга 

и nровел nолную классификацию всех комnлексных nростых групn Ли. 

В 1892 г. Софус Ли nриехал в Париж по приглашению Дарбуи Тан­

нери и nровел там 6 месяцев. Картэн был представлен С. Ли и неод­
нократно с ним беседовал. Карта н всnоминал, что в это время С. Ли 

«часто можно было видеть в кафе "La source" на бульваре Сен-Мишель; 
нередко бывало, что белое мраморное nокрытие одного из его столиков 
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оказывалось заполненным формулами, которые мэтр писал, чтобы пояс­

нить свои идеи» [201, с. 255-256]. 
«Софус Ли был высокого роста и имел классическую внешность 

человека Севера. Светлая широкая борода обрамляла его лицо, и его 

серо-голубые глаза светились за очками. Он производил впечатление 

человека необычайной физической силы. При общении с ним всегда чув­

ствовалась его искренность и доброта.. . Потомки будут видеть в нем 
только гения, создавшего теорию групп преобразований, но мы, францу­

зы, никогда не сможем забыть о наших связях с ним, которые делают 

память о нем дорогой для нас» [20 1, с. 257]. 
Белокурому северному гиганту также нравился юный француз 

небольшого роста с живым огнем в черных глазах, понимавший его 

с полуслова. 

В 1893 г. Картаи опубликовал свои первые научные работы- две 

заметки [ 1 ], [2] в «докладах Парижекой академии наук», представленные 
Э. Пикаром. В этих заметках были кратко описаны результаты Карта­

на по теории простых групп Ли. Подробности были изложены в том 

же году в немецкой статье «0 простых группах преобразований» [3], 
опубликованной в Лейпциге. Докторская диссертация Картана «Строе­

ние конечных непрерывных групп преобразований», которую он защитил 

в 1894 г. на факультете наук Сорбонны, была опубликована отдельной 

книгой [5]. 
В 1894-1896 гг., когда Картаи работал лектором в университете го­

рода Монпелье, он опубликовал еще несколько работ по теории простых 

групп Ли [4], [8] и [9], последнюю статью- в США. В работах [6], [7] 
Картаи предложил новое доказательство теоремы Бертрана в теории под­

становок, основанное на рассмотрении полной группы подстановок. 

В 1896 г. вышла первая работа Картана по интегральным инвариан­

там «Принцип двойственности и некоторые кратные интегралы в танген­

циальном и линейчатом пространствах» [ 1 О]. 
В 1896-1903 гг. Картаи был лектором факультета естественных наук 

университета в Лионе. В это время он продолжал интенсивную научную 

работу. В 1897 г. вышли две заметки [11], [12] о «системах комплекс­
ных чисел», под которыми, в соответствии с французской традицией, 

Картан понимал ассоциативные алгебры, называемые также системами 

гиперкомплексных чисел. В 1898 г. Картаи подробно изложил постро­

енную им теорию в статье «Билинейные группы и системы комплексных 

чисел» [13]. 
Размышления Картана о дифференциальных формах, уже встречав­

шихся в его работах о группах Ли и в работе об интегральных инва-
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риантах, nривели Картана к так называемой nроблеме Пфаффа - тео­

рии интегрирования уравнений Пфаффа, равносильных дифференциаль­

ным уравнениям в частных nроизводных. В 1899 г. вышла nервая работа 

Картана по этой теме- «0 некоторых дифференциальных выражениях 
и проблеме Пфаффа» [14], за которой в 1901-1902 гг. nоследовали 

статьи (15], (16], [17], [18а] и заметка [19]. 
В 1903 г. Э. Картав женился на Мари-Луизе Бьянкони (1880-1950), 

отец которой Пьер-Луи Бьянкони ( 1845-1929), корсиканец по nроис­
хождению, был nрофессором химии. 

Профессор 

В 1903 г. Картав nолучил должность профессора на факультете есте­

ственных наук университета в г. Нанси- главном городе деnартамента 

Мерт-э-Мозель в той части Лотарин­

гии, которая не отошла к Германии nосле 

войны 1869-1870 гг. 
В Нанси Картав также читал курс 

анализа в Институте электротехники 

и прикладной механики, где он вnер­

вые встретился с большими аудитория­

ми. Картав вспоминал: «Это nреnодава­

ние сильно заинтересовало меня и nри­

несло глубокое удовлетворение, когда 

я nочувствовал контакт со студентами. 

Я обнаружил также, что nодготовлен 

к nреподаванию общей математики, чем 

я и занимался несколько nозже в Сор­

бонне» [189, с. 55]. В Нанси роди­

лись сыновья Картана Анри (в 1904 г.) 

и Жан (в 1906 г.). На рис 1.3 мы ви­
дим nортрет Картава в 1904 г. В 1902 г. 

заметкой [20] Картав начал цикл работ Рис. 1.3 
о «бесконечных непрерывных групnах», 

которые в настоящее время называются псевдогруnпами Ли. Подробному 

изложению этой теории nосвящена работа 1904-1905 гг. «0 строении 
бесконечных групп преобразований» [21, 22]. За этой работой последова­
ли заметка [23] в 1907 г. и статья (26] в 1908 г. В 1908 г. во французском 

издании «Энциклопедии математических наук» Картав опубликовал ста­

тью «Комnлексные числа» [27], являющуюся расширенным французским 
nереводам статьи Эдуарда Штуди (1862-1930) [Stu1] из немецкого 
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издания этой энциклоnедии. Обработка Картава nревосходит статью 

Штуди более чем в четыре раза. 

В 1907-1908 гг. Карта н опубликовал две геометрические заметки об 
оnределении площади участка кривой поверхности [24], [25]. В 1909 г. 

Картан с семьей переехал в Париж, где в том же году родился его сын 

Луи. 

В Париже Картан сначала работал лектором факультета естествен­

ных наук Сорбонны, а в 1912 г. стал профессором этого факультета на 

основании отзыва Пуанкаре о его работах. Этот отзыв [Poi3] Пуанкаре 
наnисал накануне роковой операции. 

В 1909 г. Картан построил дом в своей родной деревне Доломье 

(рис. 1.4), куда он обычно приезжал на каникулы. В Доломье Картан 

Рис. 1.4 

продолжал заниматься наукой, работал в саду (рис. 1.5) и нередко захо­
дил в семейную кузницу и помогал отцу и брату, раздувая кузнечные мехи. 

В 191 О г. в заметке [29] и статье [31] Карта н вnервые связывает тео­
рию групп Ли и теорию уравнений Пфаффа с методом подвижного репе­

ра, который вnоследствии стал основным методом геометрических работ 

Картана. В 1910-1912 гг. Картан в работах [30], [32], [33], [34] продол­
жал изучение уравнений Пфаффа и систем дифференциальных уравнений 

в частных производных. В заметках [35], [36] Картана рассматривались 
применения геометрии к кинематике и статике. В 1913-1914 гг. Картан 
возвратился к теории простых групп Ли: в работе [37] Картан построил 



Профессор 

теорию линейных представлений ком­

плексных простых групп J1и, в рабо­

те [38] он решил задачу классифика­
ции вещественных простых групп J1и, 

а в работе [39] обобщил результаты 
работы [37] на вещественные простые 
группы J1и. 

В 1914-1915 гг. были опублико­

ваны заметки [40], [41 ], [42] и ста­

тьи [44], [45] об интегрировании 

систем дифференциальных уравнений 

и некоторых семействах кривых. Была 

напечатана популярная статья «Теория 

групп» [43]. 
В 1914-1915 гг. была написана 

статья «Непрерывные группы и гео­

метрии» [46] для французского из­

дания «Энциклопедии математических 

наук»- обработка статьи [Fan] Джи­
на Фано (1871-1952) из немецкого 

издания этой энциклопедии. В 1914 г. 

13 

Рис. 1.5 

было опубликовано только начало статьи [46]. Во время Первой ми­
ровой войны издание энциклопедии было прекращено. Полностью эта 

статья была опубликована только после смерти Картана в собрании его 

сочинений [207]. 
В 1916-1918 гг. Картаннаписал статьи о деформации гиперповерх­

ностей п-мерных евклидова [ 17] и конформного [ 18], [ 19] пространств. 
В 1918 г. были опубликованы четыре заметки о трехмерных много­

образиях п-мерного евклидова пространства: общая теория [50], теория 
многообразий нулевой кривизны [50а] и многообразий постоянной отри­

цательной [50Ь] и положительной [БОс] кривизны. В статьях [51], [52] 
результаты этих заметок были обобщены в 1919-1920 гг. на р-мерные 
многообразия как евклидова, так и проективного и неевклидовых про­

странств. 

В 1920 г. опубликованы заметки [53], [53а] и статья [54] о проек­
тивной деформации поверхностей и доклад [55] «Об общей проблеме 
деформации». 

В 1922 г. опубликованы работы [56], [57] по общей теории отно­

сительности Эйнштейна. Размышления об этой теории привели Картава 

к его первым работам [58], [59], [60], [61], [62] об «обобщенных про-
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странствах». В том же году вышла статья «0 малых колебаниях жидкой 
массы» [63] и книга «Лекции об интегральных инвариантах» [64], где 
подведены итоги исследований Картана об интегральных инвариантах 

и их приложениях к механике. 

В заметке [62] и в статье [65] 1923 г. Карта н рассматривал вве­

денное Германом Вейлем ( 1885-J 955) обобшение римановой геометрии, 
с помощью которого Вейль пытался построить единую теорию поля. Раз­

вивая идеи Вейля, Картан определил обобщенные пространства, которые 

он хотел применить для создания общей теории поля,- пространства 

евклидовой, метрической и аффинной связности. Первые два из этих 

пространствотличаются от риманова пространства и пространства Вейля 

наличием кручения. Эти геометрии были изложены в статье «0 много­
образиях аффинной связности и обобщенной теории относительности» 
в трех частях [66] (1923), [69] (1924) и [80] (1925). В этой же статье 
определены изотропное пространство и пространства изотропной связно­

сти. В статьях [68] (1923) и [70] ( 1924) Карта н определил пространства 
проективной и конформной связности. 

В J 923 г. Картан опубликовал также статью [67] о неаналитических 
функциях и особых решениях дифференциальных уравнений, а в 1924 г.­
статью [71] и доклад [72] об обобщенных пространствах, доклад [73] 
и заметку [7 4] о применении метода внешних форм в дифференциальной 
геометрии и заметки [76], [77] об аффинной и проективной связностях на 
поверхностях. 

С 1924 по 1940 г. Картан возглавлял кафедру высшей геометрии 

факультета естественных наук Сорбонны. 

С 1917 по 1936 г. Картан с семьей жил в деревне Л е-Шеней близ 

Версаля, где в 1917 г. родилась его дочь Элен. В 1936 г. семья переехала 

в квартиру многоэтажного дома N2 95 на бульваре Журдан в южной 

части Парижа. В этой квартире Картан прожил 15 лет. На рис. 1.6 
воспроизведен автограф Картана-его письмо алгебраистке Ольге Таус­

ски ( 1906-1995), которая прислала ему изложение своих результатов по 
теории алгебр. В своем ответе Картан написал: «Ваше доказательство, 

относящееся к системам гиперкомплексных чисел без делителей нуля, 

действительно исключительно просто и очень красиво». 

В 1925 г. опубликована книга Картава «Геометрия римановых про­

странств» [84], заметка [79] о теории обобщенных пространств, ста­

тья [81] о теории представлений простых групп Ли и заметка [83) о дву­
параметрических группах движений. 

В 1925 г. вышла также статья «Принцип двойственности и теория 

простых и полупростых групп» [82], в которой принцип двойственности 
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классической nроективной геометрии обобLЦается на геометрии других 

nростых гpynn Ли и формулируется nринциn тройственности для одной 

из таких гpynn. 

Совместно с сыном Анри Картан оnубликовал в 1925 г. заметку 

«0 генерации вынужденных колебаний» [78]. 
В 1926 г. заметкой «0 римановых nространствах, в которых nарал­

лельвое nеренесение сохраняет кривизну» [87] Картан начал изучение 
важного класса римановых nространств, которые вnоследствии он назвал 

«симметрическими». Вnервые эти nространства рассматривались Петром 

Алексеевичем Широковым (1895-1944) [Ши1]. Независимо от Широ­
кова эти nространства в 1926 г. оnределил Гарри Леви (р. 1902). 

Заметка Леви заинтересовала Картана, и, обдумав ее, Картан уста­
новил связи этих nространств с nростыми груnnами Ли. В 1926-1927 гг. 
Картав дал развернутое изложение геометрии этих nространств в ста­

тье «Об одном замечательном классе римановых nространств» в двух 

частях [93, 94]. 
В 1927 г. в заметках [91], [92], наnисанных совместно с Яном Ар­

нольдусом Схоутеном (1887-1971), в заметках [95], [96], [97], [98], 
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[99], [100] и в статьях «Геометрия простых групп» [103], «Теория групп 
и геометрия» [ 1 05] и «0 некоторых замечательных римановых формах 
геометрий с простой фундаментальной группой» [ 1 07] Карта н изучал раз­
личные вопросы геометрии симметрических римановых пространств и дал 

их полную классификацию. 

В 1926 г. были опубликованы также доклад [85] о применении рима­
новой геометрии к топологии, заметка [86] о системах дифференциальных 
уравнений, статьи [88] об обобщенных пространствах, [89] о сферах ри­
мановых пространств и [90] об аксиоме плоскости в дифференциальной 
геометрии. 

В 1927 г. в статье «Геометрия групп преобразований» [ 1 О 1] Карта н 
построил геометрию симметрических пространств аффинной связности 

и установил ее связь с теорией произвольных групп Ли. 

В 1927 г. были опубликованы также статьи «0 некоторых арифме­
тических циклах» [102], «0 погружении риманова пространства в ев­
клидово» [ 104] и статьи [ 1 06] и [ 1 08] об обобщенных пространствах 

и о вариационной задаче в проективной геометрии. 

В 1926-1927 гг. Картаи прочел в Сорбонне курс лекций о рима­

новой геометрии в ортогональном репере, впоследствии опубликованный 

в русском переводе С. П. Финиковым [ 1 08а]. 
В 1928 г. были опубликованы «Лекции о геометрии римановых про­

странств» [114], заметки [109] о полных ортогональных системах функ­
ций на некоторых компактных римановых пространствах, [ 11 О] о ком­
пактных римановых пространствах, допускающих транзитивную непре­

рывную группу движений, [ 111] о числах Бетти компактных простых 

групп Ли, дополнение [J 13] к статье [103], доклад [112] о устойчивости 
эллипсоидов Якоби, посвященный развитию теории Пуанкаре об устой­

чивых формах вращающейся жидкости, заметка [115] о мнимых орто­
гональных подстановках, доклады [ 119] о геометрической интерпретации 
неголономных материальных систем и [ 120] о компактных пространствах, 
допускающих транзитивную группу Ли преобразований. 

В 1929 г. в статье «Замкнутые и открытые простые группы и риманова 
геометрия» [ 116] Картаи провел классификацию некомпактных простых 
групп Ли гораздо проще, чем в статье [38], с помощью теории симмет­
рических пространств. В статьях [117], [118] Картаи дал развернутое 

изложение своих заметок [ 109] и [ 111]. 
В 1930 г. опубликованы книга Картава [ 128] о связи теории групn 

Ли и топологии, заметки [121], [122] о линейных Представлениях ком­
пактных груnп Ли, заметки [123], [123а] о третьей основной теореме Ли, 
заметка [ 124] о применении абсолютного параллелизма в общей теории 
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относительности, статьи [ 1251 о линейных Представлениях компактных 

простых групп Ли, [ 1261 о проблеме эквивалентности в теории обобщен­
ных пространств и доклад «Проективная геометрия и риманова геомет­

рия» на I Съезде математиков СССР в Харькове. Картан остановился 
в Москве и прочел в Московском университете курс лекций «Метод 

подвижного репера, теория непрерывных групп и обобщенные простран­

ства», опубликованный в виде книги [ 1441. 
В 1931 г. опубликованы «Лекции о проективной комплексной геомет­

рии» [ 1341, в которых подробно рассмотрены геометрия трехмерного ком­
плексного проективного пространства и подчиненные ей геометрии. В том 

же году вышли статьи «Абсолютный параллелизм и единая теория по­

ля» [1301, «Евклидова геометрия и риманова геометрия» [1291, «0 теории 
систем в инволюции и ее приложениях к теории относительности» [ 131 1 
и «0 развертках линейчатой поверхности» [ 1321, доклад [ 1331 о геомет­
рии ориентированных сфер и обзор [ 1871 математических работ Картана. 

В течение почти двадцати лет после 

защиты докторской диссертации темати­

ка Э. Картана не разрабатывалась дру­

гими математиками. Этому способство­

вала его исключительная скромность. 

а также то, что в этот период центр вни­

мания французских математиков лежал 

в теории множеств и теории функций. 

Положение изменилось в начале 

20-х годов, когда работами Карта­

на заинтересовался Г. Вейль. Он полу­

чил в 1924-1925 гг. важные резуль­
таты, которые были развиты в 1933 г. 

Бартелем Лендертом Ван дер Варде­

нам (1903-1996). Работы Картана по 
геометрии обобщенных пространств бы­

ли тесно связаны с работами Вей­

ля и Я. А. Схоутена по геометрии про-
странств аффинной связности, начатые Рис. 1.7. Э. Картан в 1931 г. 

ими, соответственно, в 1918 и 1921 гг. 

О признании научной тематики Картана математиками разных стран 
свидетельствует его избрание в академии наук ряда стран: в 1921 г. 

в Польскую академию, в 1926 г.- в Норвежскую, в 1927 г. -в Ита­
льянскую. 

В 1931 г. Э. Картана избирают академиком Парижекой академии наук. 
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Академик 

Став академиком, Картаи продолжает интенсивную научную работу. 

В 1932 г. опубликованы статьи «0 группе гиперсферической геомет­
рии» [ 1 35], «0 псевдоконформной геометрии гиперповерхностей про­
странства двух комплексных переменных» в двух частях [ 136, 136а], 

«0 топологических свойствах комплексных квадрик» [137], доклад [139] 
о псевдоконформной геометрии, доклад [ 1 38] о симметрических римано­
вых пространствах. 

В 1933 г. вышли книги «Метрические пространства, основанные на 

понятии площади» [ 140], русский перевод курса лекций [ 144], замет­
ки [ 140а] о кинематике Ньютона и пространствах евклидавой связности, 
[141], [141а] и [140Ь] о финслеровых пространствах и речь [188] при 
открытии памятника r Дарбу. 

В 1934 г. опубликована книга «Финслеровы nространства» [ 142], два 
замечания [142а], [142Ь] по nоводу сообщений А. Вейля, заметка [143] 
о применении тензоров в проективной геометрии. В том же году была 

написана статья «Единая теория Эйнштейна-Майера» [143а], оnубли­
кованная только в собрании сочинений Картана [207]. 

В 1934 г. Картан участвовал в Международной конференции по тен­

зорной дифференциальной геометрии в Москве и сделал там три докла­

да [152], [153], [154]. 
В 1935 г. вышел французский текст лекций Картава [144], статьи 

«Однородные ограниченные области nространства n комплексных пе­
ременных» [145] и «Проективное тензорное исчисление» [ 147], замет­
ка [145а] о числах Бетти комnактных простых групn Ли, замечания [146] 
о заметке Ж. Булигана и доклад «Об одном вырождении евклидавой гео­

метрии» [147а]. 

В 1936 г. были оnубликованы статьи [ 150] о топологии групп Ли 

и [148] о геометрии интеграла j F(x, у, у', у") dx, заметка [149] о полях 
однородного ускорения в теории относительности и доклад «Роль теории 

групп в эволюции современной геометрии» [ 151]. 
В 1937 г. вышли книги «Лекции по теории пространств проектив­

ной связности» [ 155] и «Теория конечных непрерывных групп и диф­

ференциальная геометрия» [ 157], тексты и русские переводы докла­

дов [152], [153], [154], статья «Распространение тензорного исчисления 
на неаффинные геометрии» [ 156], доклады «Роль аналитической геомет­
рии в эволюции геометрии» [158], «Проблемы эквивалентности» (161а] 
и «Структура бесконечных групп» [161Ь] и статьи [159], [160], [161] во 
французской «Энциклопедии». 
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Рис. 1.8. Приезд Карта на в Москву. Картан-слева в nервом ряду, справа­
председатель конференции Вениамин Федорович Каган (1869-1953 гг.) 

В 1938 г. опубликована книга «Лекции о теории спиноров» [ 164], 
статьи «Линейные представления групп Ли» [ 162], «Теория Галуа и ее 
обобщения» [ 165], «Семейства изопараметрических поверхностей в про­
странствах постоянной кривизны» [ 166) и заметка «Обобщенные про­

странства и интегрирование некоторых классов дифференциальных урав­

нений» [163]. 
В 1939 г. были напечатаны статьи Картава «0 замечательных се­

мействах изопараметрических поверхностей в сферических простран­

ствах» [ 167) и «Абсолютное дифференциальное исчисление при решении 
новых задач римановой геометрии» [ 169) и доклад [ 168] о некоторых 

семействах гиперповерхностей. 

18 мая 1939 г. в Сорбонне состоялось чествование Эли Картава 

в связи с его 70-летием. Собрание открыл ректор Сорбонны, медик, ака­

демик Гюстав Русси (1874-1948). Учитель Картава, академик Э. Пикар 
дал краткую характеристику работ Картава по теории групп Ли, теории 

дифференциальных уравнений, римановой геометрии и теории обобщен­

ных пространств. Пикар подчеркнул, что Картав не только был «чистым 

математиком, художником и поэтом в мире чисел и форм», но занимал­

ся также проблемами физики, связанными с теорией относительности, 

и написал книгу о спинорах. 
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Декан факультета естественных наук Сорбонны, академик Шарль 

Л1орен (1871--1967) в своем привететвин вспомнил обо всех универ­

ситетах мира, в которых работал или выступал с лекциями Картан. 

Один из основоположников метода подвижного репера, бельгийский 

академик Альфонс Демулен ( 1869--194 7) приветствовал Карта на от име­
ни ученых всего мира и отметил, что в 191 О г. Карта н предложил наиболее 
общую формулировку метода подвижного репера. 

Школьный друг Картана Артюр Тресс, почетный генеральный ин­

спектор школ второй ступени, приветствовал Картана от имени его со­

учеников и вспоминал их студенческие годы. Тресс также приветство­

вал продолжателей научной «династии Картана» -- математиков Анри 
и Элен, физика Луи и вспомнил добрым словом покойного сына Картана 

композитора Жана. 

Известный физик, академик Поль Ланжевен ( 1872--1946) рассказал 
о работах Картава, связанных с физикой. 

Заместитель директора Высшей Нормальной школы Жорж Брюа 

(1887--1944) рассказал о многообразных связях Картана со Школой. 
Профессор Сорбонны, академик Гастон Жюли а ( 1893--1965) вспоминал, 
как слушал лекции Картана в Высшей Нормальной школе и как снова 

встретился с Картэном в госпитале, размещенном в той же школе, где 

Жюлиа выздоравливал после тяжелых ранений. 

Президент Французского математического общества Антуан Вернь 
приветствовал Картава как активного члена этого общества. 

Профессор математики университета в Нанси Жан Дьедонне ( 1906--
1992) приветствовал Картава от имени молодых ученых. 

На заседании выступил Эли Картав с воспоминаниями о своем пу­

ти в науку. Это выступление [ 189] мы неоднократно цитировали выше 
и приводим целиком в Приложении 1. 

В заключение заседания оркестр исполнил сочинение Жана Картана 

«Памяти Данте». 

К юбилею был выпущен сборник избранных трудов Эли Карта­

на [204], содержащий работы [37], [70], [118], [150], [161а], [162] и обзор 
трудов Карта на [ 187]. 

В 1940 г. Картан ушел в отставку с должности профессора Сорбонны 
по истечении 30-летнего срока работы в этом университете. 

Одновременно с работой в Сорбонне Э. Карта н в 1910--1941 гг. был 
профессором математики в Парижекой школе промышленной физики 

и химии. 

В 1940 г. вышли статьи Картава «0 теореме Я. А. Схоутена и В. ван 
дер Кулька» [ 170], «0 линейных кватернионных группах» [ 171], «0 се-
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мействах изопараметрических гиперповерхностей в сферических про­

странствах пяти и девяти измерений» [ 172], «Об одном классе поверх­
ностей, родственных поверхностям R и поверхностям Йонаса» [ 180]. 

В 1940 г. в Белграде Картан прочел лекцию «Роль Франции в раз­
витии математики». Французский текст этой лекции [ 190] был опубли­
кован только в 1992 г. Сербский перевод этой лекции был опублико­

ван в 1940 г. в журнале «Сатурю> и в 1941 г. отдельной книгой. Пре­

дисловие к этой книге написал сербский математик Михайла Петро­

вич ( 1868-1943), учившийся вместе с Картанам в Высшей Нормальной 
школе. Русский перевод этой речи приведен в Приложении 2. 

В лекции дан краткий обзор трудов французских математиков от 

Франсуа Виета ( 1540-1603) и его ученика югослава Марина Гетал­

дича ( 1556-1626), работавшего в Пар иже, до Жака Эрбрана (1908-
1931 ), погибшего в горах через год после защиты докторской диссерта­
ции. По словам Картава, «его труды, грубо оборванные смертью. обещали 

великого математика, равного, быть может, Эваристу Галуа». 

В 1942 г. вышла статья «0 парах наложимых поверхностей с со­
хранением кривизн» [ 176] и была написана статья «Изотропные поверх­
ности квадрики в пространстве семи измерений» [ 177] (опубликованная 
в 1995 г.). В этом же году Картаннаписал некролог [ 192] об итальянском 
геометре Туллио Леви-Чивита (1873-1941) и статью «К столетию Со­
фуса Ли» [201 ]. Русский перевод этой статьи приведен в Приложении 3. 

В 1943 г. были опубликованы статьи Картава «06 одном классе 
пространств Вейля» [ 178], «Поверхности, допускающие данную вторую 
фундаментальную форму» [ 179] и некролог о математике Жорже Жи­

ро (1889-1943) [193]. 
В 1944 г. была переиздана статья [180]. 
В 1945 г. вышла книга «Внешние дифференциальные системы и их 

геометрические приложения» [ 181] и статья «Об одной задаче проектив­
но-дифференциальной геометрии» [182]. 

В мае 1945 г. Картав участвовал в торжествах по случаю 220-летия 

Академии наук СССР в Москве. 

В 1946 г. вышло новое издание [ 183] книги [ 114], в которую включены 
исследования римановых пространств с помощью подвижного репера. 

Была опубликована заметка «Некоторые замечания о 28 двойных ка­
сательных плоской квартики и о 27 прямых на кубической поверхно­
сти» [ 184 ]. 

В первой половине 1946 г. Э. Картан, заменяя заболевшего пре­

зидента Парижекой академии наук Мориса Коллери, председатель­

ствовал на еженедельных собраниях академии. В это время Кар-
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тан оnубликовал некрологи о французских академиках - руково­

дителе Французской геодезической службы генерале Жорже Пе­

рье (1872-1946) [194], металлурге Леоне Гийе (1873-1946) [196], 
бактериологе Луи Мартене (1864-1946) [ 198), знаменитом физике 
Поле Ланжевене [ 199) и об иностранных членах академии- генетике 

Томасе Хан те Моргане (1866-1945) [ 195] и nатологоанатоме Саймоне 

Флекснере ( 1863-1946) [ 197]. В том же году Карта н наnисал статью 
к 80-летию своего друга Э. Вессио [200] и заметку (198а] к 200-летию 

со дня рождения математика Гаспара Монжа (17 46-1818). 
В 1947 г. была опубликована статья [185) о геометрии п-мерного 

конформного пространства и книга «Теория групп» [185а]. В 1948 г. 
вышла книга «Гасnар Монж: его жизнь и труды» [202], в которой вnервые 
были оnубликованы многие письма и документы Монжа. 

В 1949 г. вышли две nоследние работы Картава- статья [ 186] о двух 
теоремах п-мерной конформной геометрии и статья «Жизнь и труды 

Жоржа Перье» [203]. 
После ухода из Сорбонны Картав преподавал математику в Высшей 

Нормальной школе для девушек. 

Эли Картав умер в Париже 6 мая 1951 г. после тяжелой продолжи­

тельной болезни. 

В 1952-1955 гr. было выпущено факсимильное издание [207] со­

чинений Картава в трех частях. В 1984 г. было выпущено второе изда­

ние [209] этого собрания сочинений, в конце которого были добавлены 
статьи Ш. Чжэня и К. Шевалле [ChC) и Дж. Уайтхеда (Wh), в которых 
дается анализ математического творчества Эли Картана. 

Наиболее известными учениками Э. Картава были французские мате­

матики АндреЛихнерович (1915-1999) и Шарль Эресман (1905-1979). 
Сильное влияние Э. Картава испытал и Андре Вейль (1906-1998), он 
посвятил Картаву свою книгу «Интегрирование на топологических груп­

пах» [Ве]. В дополнение к статьям [ChC] и [Wh) о жизни и творче­
стве Картава следует отметить статьи Дьедонне [Di], Ходжа [Hod], Сал­
тыкова [Сал] и Полетты Либерман [Lib2], а также статьи в сборни­

ке [212), опубликованном румынскими математиками к l 00-летию со 
дня рождения Картава, статьи Хокинса [Hawl ), [Haw2], [Haw3] и его 

книгу [Haw4). 

Семья Картава 

Эли Картав и его жена Мари-Луиза имели четырех детей: математика 

Анри, композитора Жана, физика Луи и дочь Элен, которая, как отец 

и старший брат, стала математиком. 
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Рис. 1.9. Фотография семьи Картана в 1928 г. В первом ряду слева направо 

Луи, Элен, Жан, во втором ряду- в том же порядке Эли, Анри 

и Мари-Луиза Бьянкони-Картан 
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Анри Картан-один из крупнейших математиков ХХ века. Он окон­
чил Высшую Нормальную школу в 1926 г. Преподавал математику 

в Кане, Лилле, Страсбурге, в 1936 г. стал nрофессором в Страс­

бурге, с 1940 г. - лектор факультета естественных наук Сорбонны, 

в 1949-1969 гг. - профессор того же факультета. В 1969-1975 гг. 
Анри Картаи -профессор факультета естественных наук университета 

в южном пригороде Парижа Орсэ (ныне- Университет Париж-Юг). 

С 1975 г. Анри Картан-почетный профессор этого университета. 

В 1935 г. Анри Картан вместе с Жаном Дьедонне, Андре Вей­

лем, Жаном Фредериком Дельсартом ( 1903-1968) и Клодом Шевал­
ле (1909-1984) основали математическую энциклопедию «Элементы 
математики», которая издавалась под общим псевдонимом «Никола Бур­

баки» [Бу]. Анри Картан и его друзья работали в составе этой группы 

до своего 50 лет, после чего в коллектив пришли молодые математики. 
Этот коллективный труд оказал исключительное влияние на развитие 

всей мировой математики ХХ века. 
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В 1965 г. А. Картаи был избран членом-корреспондентом Парижекой 

академии наук, а в 197 4 г.- академиком этой академии. 

В 1967-1970 гг. А. Карта н был президентом Международного мате­
матического союза. 

В 1980 г. А. Картаи вместе с Андреем Николаевичем Колмогоро­

вым ( 1903-1987) получил весьма престижную премию Вольфа по мате­
матике. 

А. Картаи - иностранный член многих академий наук, в том чис­

ле Лондонского королевского общества и Национальной академии наук 

США, и почетный доктор наук многих университетов. 

А. Картаи - автор многих книг и статей по теории аналитических 

функций, алгебраической топологии, гомологической алгебре и теории 

потенциала. 

Наиболее известная из книг А. Картана-совместная с С. Эйленбер­
гом монография «Гомологическая алгебра» [КаЭ]. 

Жан Картаи окончил Парижекую консерваторию в 1931 г. и был 

композитором, автором двух струнных квартетов, сонатины для флейты 

и кларнета и сочинений для хора и оркестра. Жан умер в возрасте 25 лет 
от туберкулеза. 

Луи Картаи был талантливым физиком, специалистом по атомной 

энергии. УченикМорисаде Бройля (1875-1960), Луи работал в Лабора­
тории физики рентгеновских лучей в Париже, а затем был профессором 

факультета естественных наук университета в Пуатье. Он написал две 

книг по ядерной физике. Во время Второй мировой войны Л. Картаи 

активно участвовал в Сопротивлении. В 1942 г. он был арестован, вывезен 
в Германию и в 1943 г. казнен. 

Э. Картаи и его жена узнали о смерти сына только после оконча­

ния войны, эта трагедия сильно сократила их жизнь. Дочь Эли Картана 

Элен ( 1917 -1952) была математиком, преподавала в различных лицеях 
и написала несколько научных работ. 

У Э. Картана было 8 внуков: два сына и три дочери Анри и сын и две 
дочери Луи. 

Картаи и математики мира 

Эли Картан побывал во многих странах и был связан дружбой с мате­

матиками этих стран. В 1920, 1924, 1928, 1932 и 1936 гг. Картаи выступал 
с докладами на Международных математических конгрессах в Страс­

бурге, Торонто, Болонье, Цюрихе и Осло. В 1939 г. Картаи участвовал 

в математическом конгрессе в Льеже. В 1940 г. Картаи прочел в Белграде 

лекцию о роли французских математиков в истории мировой математики. 
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Рис. 1.10. Надгробная плита могилы Эли Картана, его жены, сына Жана 
и дочери Элен на кладбище в Доломье 
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Математики многих стран сформировались под влиянием Картана. 

Немецкий математик Эрнст Август Вейсс (1900-1942), ученик Э. Шту­
ди, провел у Картана два семестра, работая над развитием его идеи 

о принциле тройственности. Многие работы Ш. Чжэня (1911-2004), 
ученика Вильгельма Бляшке, также написаны под влиянием Картана. 

В апреле-мае 1931 г. Э. Картаи посетил Румынию и Польшу. В Ру­

мынии он читал лекции в Клуже, Бухаресте, Яссах и Черновцах. В том же 

году Картаи был избран почетным членом-корреспондентом Румынской 

академии наук в Бухаресте. В 1934 г. Картав был избран членом-корре­

спондентом Королевского научного общества в J1ы~же, в 1937 г.- ино­

странным членом Амстердамской академии наук, в 1949 г.- иностранным 
членом Национальной академии наук США и членом «Национальной 

академии сорока» в Риме. Картаи был также избран почетным док-
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Рис. 1.11. Групnа участников конгресса в Цюрихе. Слева наnраво: Фердинанд 
Гонсет, Эли Картан, Гюстав Жюве, Гастон Жюлиа, г-жа Жюлиа и г-жа Гонсет 

тором наук Гарвардекого университета в США ( 1936) и университе­

тов в Льеже (1939), Брюсселе и Лёвене ( 194 7), Бухаресте и Пизе 

( 1948). 
Э. Картаи находился в научной переписке со многими учеными, одна­

ко из многочисленных писем Картана к настоящему времени опублико­

вана только его переписка с А. Эйнштейном [211] и с румынскими гео­

метрами Георге Цицейкой, Александру Пантази и Георге Врынчяну [210]. 
Картаи находился в тесной дружбе со многими геометрами нашей 

страны. В 1926-1927 гг. курс лекций Картана в Париже слушал Сер­
гей Павлович Фиников (1883-1964), который впоследствии основал со­
ветскую дифференциально-геометрическую школу, применявшую метод 

внешних форм и подвижного репера. В 1927-1928 гг. в Сорбонне под 

руководством Картана подготовил и защитил докторскую диссертацию 

«0 непрерывных семействах геометрических фигур» Георгий Николае­
вич Николадзе (1888-1931 ), преподававший математику в Тбилисском 
университете и основавший грузинскую геометрическую школу. Картаи 

дружил также с Вениамином Федоровичем Каганом - основателем со­

ветской тензорной дифференциально-геометрической школы. 
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Рис. 1.12. Группа участников конгресса в Осло. Слева наnраво: Джордж Дэвид 
Биркгоф, Эли Картаи и Константин Каратеодари 

Рис. 1.13. Группа математиков в Париже в 1935 г. В nервом ряду слева направо: 

Эмиль Артин, Гастон Жюлиа, Франческа Севери и Эли Картаи 
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Рис. 1.14. Э. Картан (слева) беседует с казанскими математиками 
П. А. Широковым (в центре) и Н. Г. Чеботаревым (сnрава). 1934 г. 

Несколько работ Картана были впервые напечатаны в СССР: [106] 
и [177]-в Казани, [127]-в Харькове, [108], [108а], [144], [152], [153], 
[154], [180]- в Москве. 

В 1937 г. на VIII Международном конкурсе на премию Н. И. Лоба­
чевского в Казани первая премия была присуждена Эли Картану за его 

работы по геометрии. 

В СССР вышли в русских переводах 7 книг Э.Картана [64], [108а], 
[114], [144], [157], [164], [181], сборник [205], содержащий статьи [88], 
[105], [140], сборник «Геометрия групп Ли и симметрические простран­
ства» [206], содержащий статьи [93], [94], [101], [103], [116], [128], 
и сборник «Пространства аффинной, проективной и конформной связ­

ности» [208], содержащий статьи [66], [68], [70], [80]. Доклады Э. Кар­
тана [152], [153], [154] были оnубликованы также в русских переводах. 

Метод внешних форм Э. Картана был развит С. П. Финиковым в кни­

ге [Фи н]. Этот метод применялея при решении большого числа задач 

дифференциальной геометрии С. П. Финиковым и его многочисленными 

учениками и последователями. 

Теория римановых пространств и пространств аффинной связности 

получила значительное развитие в работах В. Ф. Кагана, П. А. Широкова 
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и их учеников. Во время первых двух приездов Э. Картана в СССР ав­

торы этой книги были школьниками. Во время третьего приезда Картана 

в мае 1945 г. авторы служили в Советской Армии. Б. А. Розенфельду 

посчастливилось увидеть Картана и побеседовать с ним о своих работах. 

Несомненно, что, беседуя с молодым московским математиком в форме 

сержанта, Картан вспомнил, как он, сержант французской армии, бе­

седовал с приехавшим в Париж Софусом Ли. После беседы Э. Картан 

вручил автору свою визитную карточку с надписью «Я заинтересовался 

работами г. Розенфельда». 

Научная деятельность обоих авторов относится к развитию идей Кар­

тэна: М. А. Акивиса- в области проективно-дифференuиальной и кон­

формно-дифференциальной геометрии и в других областях дифференци­

альной геометрии, Б. А. Розенфельда- в области геометрии групп Ли 

и симметрических пространств. 



Глава2 

Группы Ли и алгебры 

Группы 

70-е годы XIX в.- время детства Эли Картана-были переломными 

годами и в истории Франции, и в мировой истории. В 1870 г., после 

поражения в войне с Пруссией, пала империя Наполеона III, и Франция 
снова стала республикой. В это время во всех развитых странах начался 

период новой промышленной революции. 

В эти годы начался новый период и в математике: были осознаны два 

замечательных открытия, сделанные в первой половине века- открытие 

теории груnп Эваристом Галуа и открытие неевклидовой геометрии Лоба­

чевским. Смысл этих открытий, сделанных независимо друг от друга, по 

существу был очень близок. Если до Галуа считалось, что существует 

единственная арифметика вещественных и комплексных чисел, то Га­

луа показал, что имеется много арифметик, определяемых различными 

группами и полями. До Лобачевского считалось, что есть только одна 

геометрия Евклида, а Лобачевский построил новую геометрию, во многом 

отличающуюся от евклидовой. 

Наряду с группами и полями Галуа, в XIX в. появились новые число­

вые системы- системы гиперкомплексных чисел (алгебры), общая тео­

рия которых была создана в 70-х годах. 

Наряду с геометрией Лобачевского в XIX в. получили значитель­

ное развитие и другие геометрии- аффинная, проективная, многомерная, 

появилась риманова геометрия- геометрия многомерных искривленных 

пространств. 

Теория групп, алгебр, неевклидовы и другие геометрии играли важную 

роль в творчестве Э. Картана. 

В середине 70-х годов было сделано еще одно важное математическое 

открытие- теория множеств Г. Кантора. Эта теория и основанная на ней 

теория функций вещественного переменного, ставшие главным предме­

том исследований французских математиков конца XIX и начала ХХ вв., 
первоначально не отразились на творчестве Э. Картава. 



Группы ЗI 

Эварист Галуа (1811-1832) был студентом Высшей Нормальной 
школы, в которой впоследствии учился Э. Картан. К открытию Галуа 

привела проблема разрешимости алгебраических уравнений в радикалах. 

Если дано алгебраическое уравнение 

(2.1) 

коэффициенты а; которого- рациональные или вещественные числа, то 

значения х, обращающие это уравнение в тождество, называются корня­

ми этого уравнения. В случае квадратных уравнений (n = 2) корни х 1 , х2 

выражаются через коэффициенты а о, а 1, а2 по общеизвестным фор­

мулам, установленным Мухаммедом аль-Хорезми (ок. 780- ок. 850); 
эти формулы содержат квадратные радикалы. Аналогичную формулу для 

кубического уравнения (n = 3) нашли Никколо Тарталья (о к. 1500-1557) 
и Джероламо Кардано (1501-1576), а для случая n = 4 -Луиджи Фер­
рари ( 1522-1565). 

В течение нескольких столетий математики nытались найти формулу, 

выражающую корни уравнения (2.1) при n > 4 через коэффициенты этого 
уравнения. Но задача решалась только для простейших частных случаев 

такого уравнения, например, для «двучленных уравнений» х" =а, один 

из корней которого выражается радикалом ifёi, а остальные являются 
произведениями этого корня на степени комплексного числа, имеющего 

единичный модуль и аргумент 2n/n. 
В 1829 г. Нильс Хенрик Абель (1802-1829) в работе «доказатель­

ство невозможности алгебраического решения общих уравнений степени 

выше четвертой» [АЬ] выделил класс уравнений, разрешимых в радика­

лах, более широкий, чем класс двучленных уравнений. Галуа в «Мемуаре 

об условиях разрешимости уравнений в радикалах» [Гал] дал полное ре­

шение этой проблемы, основанное на введенном им понятии группы. Это 

nонятие в неявном виде nрименялось в «Размышлении о решении урав­

нений» [Lag1] Жозефом Луи Лагранжем (1736-1815) и в «Арифмети­
ческих исследованиях» [Гау1] Карлом Фридрихом Гауссом (1777-1855). 

Во многих областях математики встречаются такие операции над объ­

ектами, которые каждой паре объектов из векоторой их совокупности 

ставят в соответствие какой-нибудь объект этой совокупности. Таки­

ми операциями являются сложение чисел, векторов или матриц, умно­

жение чисел или матриц и последовательное выполнение преобразова­

ний. Это общее понятие было создано Галуа, который называл такие 

операции «группировками», откуда и произошел введенный им термин 

«групnа». 
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В настоящее время группой называется множество элементов а, Ь. 

с, ... любой природы, удовлетворяющее следующим условиям. 
1) Всяким двум элементам а и Ь ставится в соответствие элемент 

с= а· Ь. Операция а· Ь называется групповой операцией. 

2) Групповая операция ассоциативна, т. е. (а· Ь) ·с= а· (Ь ·с). 
3) В группе существует нейтральный элемент е, для которого а· е= 

=е· а =а при любом а. 

4) Для всякого элемента а существует элемент а' такой, что а· а'= 
=а'· а= е. Такой элемент называется обратным к элементу а. 

5) В случае, если групповая операция коммутативна, т. е. а · Ь = Ь · а, 
группа называется коммутативной, или абелевой. 

В случае целых, рациональных, вещественных и комплексных чисел 

и операции сложения нейтральным элементом является О, а обратным 

для числаа-противоположное число -а. В случае трех последних видов 

чисел эти числа без О образуют группы по умножению. Нейтральным эле­

ментом в этих случаях является 1, а обратным для числа а -число 1/ а. 
Все эти группы коммутативны. 

Векторы и прямоугольные матрицы с т строками и п столбцами об­

разуют коммутативные группы по сложению. Нейтральными элементами 

этих групп являются нулевой вектор и нулевая матрица, обратными эле­

ментами для вектора а и матрицы А являются вектор -а и матрица -А. 
Невырожденные квадратные матрицы п-го порядка (т. е. матрицы 

с иенулевыми определителями) образуют некоммутативную группу по 

умножению. Нейтральным элементом этой группы является единичная 

матрица, а обратным элементом для матрицы А является обратная мат­

рица А- 1 • 
Некоммутативными группами являются также группы подстановок, 

т. е. группы произвольных преобразований множеств, состоящих из ко­

нечного числа п элементов. Нейтральными элементами этих групп явля­

ются тождественные подстановки. 

Конечными коммутативными группами являются группы чисел {О, 1, 
... , q - 1}, где q - произвольвое натуральное число, со сложением по 

модулю q, т. е. в том случае, когда а+ Ь > q- 1, за сумму чисел а и Ь при­
нимается остаток от деления а+ Ь на q, и группы чисел { 1, 2, ... , р- 1 }, 
где р- простое число, с умножением по модулю р, т. е. в том случае, 

когда аЬ > р - 1, за произведение чисел а и Ь принимается остаток от 
деления аЬ на р. 

Подмножество Н элементов группы G, замкнутое относительно груп­
повой операции, называется подгруппой группы G. В этом случае про­
изведения аН и На элементов подгруппы Н на произвольвый элемент а 
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группы G называются левыми и правыми смежными классами подгруп­
пы Н. В том случае, когда всякий левый смежный класс аН является пра­

вым смежным классом НЬ, Н называется инвариантной подгруппой, 

или нормальным делителем группы G. В этом случае можно опреде­
лить умножение смежных классов. Смежные классы с этим умножением 

образуют группу G/H, называемую факторгруппой группы G по ее 
инвариантной подгруппе Н. 

Две группы называются изоморфными, если между ними можно 

установить взаимно однозначное соответствие, сохраняющее групповую 

операцию. Если между двумя группами можно установить однозначное, 

но не взаимно однозначное соответствие, сохраняющее групповую опе­

рацию, группы называются гомоморфными. Если группа G rомоморфна 
группе Н, то элементы группы G, соответствующие нейтральному элемен­
ту группы Н, образуют инвариантную подгруппу N группы G, и группа Н 
изоморфна факторгруппе G / N. 

Особую роль в теории групп играют простые группы- группы, не 

имеющие инвариантных подгрупп, кроме самой группы и ее нейтралыюга 

элемента. 

В случае, когда в группе G имеется такая цепочка подгрупп G = 0 0 ::J 
::J G1 ::J G2 ::J ... :::J Gk =е, что каждая подгруппа Gi+l является инвари­
антной подгруппой подгруппы Gi и все факторгруппы GjGi+l абелевы, 
группа G называется разрешимой. 

Кроме понятия группы, Галуа ввел понятие поля: поле представля­

ет собой коммутативную группу по сложению, а элементы этой группы, 

отличные от О, образуют коммутативную группу по умножению, при­

чем умножение дистрибутив но относительно сложения, т. е. а(Ь +с) = 
= аЬ +ас. Рациональные, вещественные и комплексные числа (Q, JR, С), 
а также кольцо вычетов Fp по простому модулю р, состоящее из чи­
сел О, 1, 2, ... , р - 1 со сложением и умножением по модулю р, являются 
полями. 

Галуа определил и наиболее общие конечные поля, называемые в на­

стоящее время полями Галуа. Поле Галуа Fq состоит из q элементов, 
где q является k-й степенью простого числа р, q = pk. Подобно тому, 
как поле С состоит из элементов а + Ьi, где а, Ь- элементы поля JR, 
а i- «мнимая единица», т. е. корень неприводимого уравнения х2 + 1 =О, 
поле Fq состоит из элементов ао + L: iьаь, где аь- элементы поля Fp, 
а iь - «мнимости Галуа», т. е. корни неприводимого алгебраического 

уравнения k-й степени с коэффициентами из поля Fp. 
Аналогичное расширение полей, определяемое алгебраическими урав­

нениями, играет важную роль в теории Галуа. С каждым расширением L 
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поля К Галуа связывал группу, называемую в настоящее время группой 

Галуа расширения L поля К. Эта группа состоит из всех автоморфизмов 
поля L, т. е. преобразований этого поля, сохраняющих операции сложения 
и умножения, которые оставляют неподвижными все элементы поля К. Со 
всяким алгебраическим уравнением (2.1) связаны поле К, порождаемое 
коэффициентами этого уравнения, и поле L, порождаемое его корнями. 
В этом случае груnпа Галуа расширения L поля К называется группой 
Галуа уравнения (2.1 ). Эта группа- конечная группа, которая в общем 

случае совпадает с группой перестаново к корней уравнения (2.1 ). 
Критерий Галуа разрешимости алгебраического уравнения (2.1) в ра­

дикалах состоит в том, что группа Галуа этого уравнения должна быть 

разрешимой. Это объясняет термин «разрешимая групnа». 

В случае двучленного уравнения xn =а эта группа является цикли­
ческой группой, т. е. изоморфна группе поворотов окружности на углы, 

кратные углу 2тс/п. 
В случае уравнений, рассматривавшихся Абелем, группа Галуа -

коммутативная (абелева) группа. Это объясняет название «абелева груп­

nа». Циклические и все коммутативные группы являются частными слу­

чаями разрешимых групп. 

Мемуар Галуа [Гал], написанный им в ночь перед роковой дуэлью, 

был опубликован его другом в малоизвестном издании, а в 1846 г. издан 

Жозефом Лиувиллем (1809-1882) в его журнале. 
Идеи Галуа получили признание лишь после того, как Камилл Жор­

дан (1838-1922) опубликовал в 1865 и 1869 гг. комментарии к мемуару 

Галуа, а в 1870 г. выпустил фундаментальный «Трактат о подстановках 

и алгебраических уравнениях» [Jo1], в котором изложил теорию групп 
подстановок, теорию Галуа и ее приложение к проблеме решения алгеб­

раических уравнений в радикалах. 

Груnnы и алгебры Ли 

Незадолго до франко-прусской войны Софус Ли и Феликс Клейн 
(1849-1925), тогда молодые математики, побывали во Франции. В Па­
риже они слушали лекции Г. Дарбу и беседовали с Жордан ом, который 

познакомил их со своей книгой [ Jo 1 J. В этой книге рассматривались 
конечные и дискретные групnы, но Ли и Клейн, первые работы которых 

относились к геометрии, заинтересовались непрерывными группами и их 

значением для геометрии. 

Непрерывными группами являются такие группы преобразований 

геометрических пространств, как группы движений евклидона и неев­

клидовых пространств, группы вращений этих nространств вокруг точ-
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ки, группа переносов евклидова пространства, группа подобий этого 

же пространства, группа аффинных преобразований, группы коллине­

аций и более общих проективных преобразований. Группы вращений 

и переносов являются подгруппами группы движений евклидова про­

странства, причем группа переносов-инвариантная подгруппа. Группа 

движений - подгруппа группы подобий, группа подобий - подгруппа 

группы аффинных преобразований, а эта последняя группа- подгруппа 

группы коллинеаций. 

В 1871 г. Клейн построил знаменитую проективную интерпрета­

цию [Кл е 1] геометрии Лобачевского и доказал, что группа движений 

пространства Лобачевского также является подгруппой группы колли­

неаций. В 1872 г. Клейн опубликовал свою «Эрлангенскую програм­

му» [Кле2], согласно которой всякая геометрия определяется векоторой 

группой преобразований и задача каждой геометрии состоит в изучении 

инвариантов ее группы преобразований. 

Когда началась франко-прусская война, Клейн вернулся в Германию, 

а Ли остался во Франции. Во время войны Ли был арестован по по­

дозрению, что он прусский шпион. Но парижским математикам удалось 

добиться его освобождения. 

В Париже Софус Ли написал работу «0 комплексах, в особенно­
сти о комплексах прямых и сфер, с применением к теории дифферен­

циальных уравнений в частных производных первого порядка» [Lie1]. 
Эта работа была посвящена разделу геометрии, который Ф. Клейн на­
зывал «высшей геометрией сфер Ли». В настоящее время этот раздел 

называется контактной геометрией. Ли рассматривал сферы трех­

мерного евклидова пространства, считая точки сферами нулевого ра­

диуса, а плоскости- сферами бесконечного радиуса. Преобразования 

многообразия этих сфер, сохраняющие их касание, в настоящее время на­

зываются контактными преобразованиями. Ли показал, что рассмат­

риваемые им сферы изображаются точками четырехмерной гиперквадри­

ки (гиперповерхности второго порядка) в пятимерном проективном про­

странстве, причем левая часть уравнения этой гиперквадрики является 

квадратичной формой 6 переменных с сигнатурой + + + +-- (т. е. при­
водится к алгебраической сумме 4 положительных и 2 отрицательных 
квадратов). Контактные преобразования образуют группу, изображаемую 

группой коллинеаций пятимерного пространства, переводящих в себя эту 

гиперквадрику. 

С. Ли сравнивал многообразие сфер с многообразием прямых трех­

мерного проективного пространства, которые в силу интерпретации 

Плюккера изображаются точками гиперквадрики в пятимерном проек-
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тивном пространстве, левая часть уравнения которой является квадра­

тичной формой с сигнатурой + + +-- -. Это сравнение привело Ли 
к мнимому преобразованию, переводящему одну гиперквадрику в другую, 

а сферы- в прямые. 

Полученные геометрические результаты С. Ли применил к теории 

дифференциальных уравнений в частных производных. 

В Париже Ли познакомился с работой Жоржа Альфана (1844-1889) 
«Приведение линейного дифференциального уравнения к интегрируемым 

формам» [Hal]. Эта работа получила премию Парижекой академии наук 
в 1881 г. В работе Альфана рассматривалась проблема интегрируемости 

дифференциальных уравнений в квадратурах, т. е. проблема выражения 

решений этих уравнений с помощью интегралов от известных функций. 

Этой проблеме была посвящена статья С. Ли «Классификация и ин­

тегрирование обыкновенных дифференциальных уравнений, допускаю­

щих группу преобразований» [Lie2], опубликованная в 1883-1884 гг. 
С. Ли подошел к решению этой проблемы по аналогии с тем, как Га­

луа рассматривал разрешимость алгебраических уравнений в радикалах. 

С каждым обыкновенным дифференциальным уравнением С. Ли связы­

вал непрерывную группу преобразований, «допускаемую этим уравнени­

ем», и определял условия, которым должна удовлетворять эта группа 

для того, чтобы решение уравнения можно было выразить в квадратурах. 

Оказалось, что это условие, так же как и условие Галуа, состоит в том, 

что группа, допускаемая дифференциальным уравнением, должна быть 

разрешимой. Поэтому разрешимые непрерывные группы иногда называют 

ин.тегрируемыми группами. 

Для обоснования этой теории было необходимо nодробно изложить 

основные свойства непрерывных групп преобразований и, в частности, 

разрешимых и простых непрерывных групп. Эта задача была выполнена 

С. Ли совместно с Фридрихом Энгел ем ( 1861-1941) в трехтомной моно­
графии «Теория групп преобразований» [LiE], опубликованной в 1888-
1893 гг. В этой монографии рассматриваются преобразования вида 

(2.2) 

где 'xi и Xi - координаты точек, au - параметры группы, а fi - веще­
ственные или комплексные аналитические функции. При этом парамет­
ры au, bu, Cu, определяющие два преобразования и их произведение (ре­

зультат их nоследовательного выполнения), связаны соотношениями 

(2.3) 

определяющими групповую операцию. 



Группы и алгебры Ли 37 

Параметры au выбираются таким образом, что значения au =О соот­
ветствуют тождественному преобразованию 'х; = х;. Число r называется 
размерностью непрерывной группы. 

Простыми непрерывными группами называются такие непрерывные 

группы, которые не имеют непрерывных инвариантных подгрупп меньшей 

размерности. 

С. Ли определил также «бесконечно малые преобразования», т. е. 

преобразования, бесконечно близкие к тождественному преобразова­

нию 'х; = х;. Эти преобразования имеют вид 

1Х; = Х; + dx; = Х; + L)Dux;) dau, 
и 

где Du- оператор частного дифференцирования по параметру au. 

(2.4) 

С. Ли задавал непрерывные группы дифференциальными оператора­

ми Du, выраженными через координаты Х; и операторы Х; частного диф­
ференцирования по координатам х;. 

В частности, в случае группы переносов п-мерного евклидова про­

странства Rn имеем 
'х; =х; +а;, (2.5) 

а 
r=n, и операторы Du могут быть записаны в виде D;, причем D; =-а =Х;. 

х· 
В случае группы вращений пространства Rn ' 

'х; = L U;jXj, (2.6) 
i 

где (U;j) -ортогональная матрица п-го порядка. Так как матрица (U;j) за­
висит от п(п-1)/2 вещественных параметров, в этом случае r=n(n-1)/2, 
и операторы Du можно записать в виде D;j, где i < j. Эти операторы имеют 
вид Dii = x;Xi- xiX;. 

В случае группы движений пространства Rn, состоящей из перено­
сов (2.5) и вращений (2.6), r = n(n + 1 )/2, и операторы Du могут быть 
записаны в виде D; и Dii, где i < j. Эти операторы имеют вид D; = Х; 
и D;i = x;Xi - xiX;. 

С. Ли для случая плоскости R2 записывал координаты х; буквами х 
и у, а дифференциальные операторы Х;- буквами р и q, и поэтому 

он записывал операторы Du группы переносов в виде р и q, группы 
вращений- в виде xq- ур, а группы движений- в виде р, q и xq- ур. 

Для операторов Du и Dv непрерывной группы преобразований опре­
деляется операция скобки Пуассона 

(2.7) 
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обладающая свойствами антикоммутативности 

(2.8) 

и удовлетворяющая тождеству Якоби 

Скобки Пуассона и тождество Якоби были определены Симеоном 

Дени Пуассоном ( 1781-1840) и Карлом Густавом Якобом Якоби ( 1804-
1851) в их работах по теории дифференциальных уравнений. 

Скобка [DuDu] является линейной комбинацией операторов Dr;..: 

(2.10) 

Коэффициенты Cuuw -постоянные, называемые структурными кон­
стантами. С. Ли назвал совокупность операторов Du с операцией (2. 7) 
«инфинитезимальной группой» и доказал, что задание инфинитезималь­

ной группы вполне определяет группу преобразований (2.2) в некоторой 
окрестности тождественного преобразования, nричем функции (2.2) на­
ходятся как решения векоторой системы дифференциальных уравнений. 

d 
Из равенства (2.4) вытекает, что дифференциальный оператор dt 

можно заnисать в виде 

(2.11) 

В настоящее время груnnы Ли рассматриваются независимо от их 

представлений в виде групп преобразований того или иного простран­

ства, как многообразие элементов с координатами au и груnnовой опе­
рацией (2.3). Соотношение (2.11) показывает, что вместо оnераторов Du 
можно рассматривать касательные векторы к одноnараметрическим под­

груnnам 

(2.12) 

в нейтральном элементе груnпы, т. е. при t = О. 
Если подгруnпам a(t) и b(t) соответствуют векторы е и f, то nро­

изведению a(t)b(t) соответствует сумма векторов е + f, а nроизведе­
нию a(s)b(t)a- 1 (s)b- 1 (t) соответствует «коммутатор» [ef], обладающий 
свойством антикоммутативности 

[ef] = -[fe] (2.13) 
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и удовлетворяющий тождеству Якоби 

[e[fg]] + [f[ge]] + [g[ef]] =О. (2.14) 

Свойства (2.13) и (2.14) аналогичны свойствам (2.8) и (2.9) опе­

раторов Du. Определенная таким образом «инфинитезимальная груп­

па» представляет собой векторное пространство с операциями сложения 

и коммутирования векторов. Так как векторные пространства с опера­

циями сложения и умножения векторов в настоящее время называются 

алгебрами, Г. Вейль в работе 1935 г. «Структура и представления непре­

рывных групп» [Wey3] предложил инфинитезимальные группы называть 
«алгебрами Ли». Этот термин является в настоящее время общепри­

нятым. 

Две группы Ли, определяющие одну и ту же алгебру Ли, обладают 

изоморфными окрестностями нейтральных элементов и называются ло­

кально изоморфными группами Ли. 

В случае, если группа Ли является группой матриц и по умножению, 

• б Л А dU • 
соответствующая еи алге ра и состоит из производных = dt в неи-
тральном элементе группы. Коммутатор (АВ] двух матриц связан с их 

обычным произведением соотношением [АВ]= АВ- ВА. 

В случае, когда группа Ли состоит из ортогональных матриц и= (и;j), 

удовлетворяющих условию 

ити = 1, (2.15) 

где Т - знак транспонирования матрицы, дифференцируя соотноше­

ние (2.15) при и = 1, мы получим 

А т+ А= О, (2.16) 

т. е. алгебра Ли группы ортогональных матриц состоит из кососимметри­

ческих матриц (Aij = -Aj;). 

Работы Киллинга 

Вильгельм Киллинг, изучение работы которого [I012] определило со­
держание диссертации Э. Картана, был учеником Карла Вейерштрасса 
(1815-1897). Докторская диссертация Киллинга, защищенная в Берлине 
в 1872 г., была посвящена классификации пар квадрик (поверхностей 

второго порядка) в трехмерном проективном пространстве. Эта класси­

фикация была основана на созданной Вейерштрассам теории элементар­

ных делителей и нормальных форм матриц, которую Киллинг применил 

к матрицам коллинеаций, являющихся произведениями полярных преоб­

разований относительно квадрик. 
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После защиты Вейерштрасс рекомендовал Киллиига на должность 

профессора математики в Гасианекий лицей в г. Браунеберге в Восточной 

Пруссии, в той ее части, которая раньше входила в состав Польши. 

В настоящее время этому городу возвращено его польское название Бра­

нева. Лицей был основан в 1565 г. польским епископом Станиславом 

Гасинеким и предвазначался для подготовки католических священников. 

Киллинг был ревностным католиком и в Браунеберге вступил в духовный 

орден терциариев. 

По совету Вейерштрасса Киллинг занялся проблемой пространствеи­

ных форм, продолжая исследования Ф. Клейна и Вильяма Кингдона 

Клиффорда (1845-1879). Эта проблема привела Киллиига к рассмот­
рению бесконечно малых движений, и в 1884 г. он опубликовал в Браун­

еберге статью «Расширение понятия пространства» [Ю\1], в которой, 
независимо от С. Jlи, пришел к понятиям группы Jlи и алгебры Jlи 

и поставил задачу классификации простых групп Jlи. Эту статью Киллинг 

послал Клейну, который сообщил ему, что аналогичными вопросами 

занимается его друг Софус Jlи, и дал его адрес в Норвегии. По прось­

бе Киллиига Jlи прислал ему оттиски своих работ, которые следовало 

вернуть автору. Киллинг нашел в этих статьях понятия «конечной непре­

рывной группы» и «инфинитезимальной группы», а также бесконечные 

серии простых групп Jlи. Однако С. Jlи не ставил перед собой задачу 

определения всех простых групп Jlи, которую пытался решить Киллинг. 

Убедившись в этом, Киллин г вернул С. Ли его статьи. Столь быстрое 

возвращение статей обидело Ли, и его отношения с Киллиигом были 

навсегда испорчены. 

Киллинг завязал переписку с Ф. Энгелем, который помог ему опуб­

ликовать статью [Ю\2] в Лейпциге. После того как в этой статье были 

обнаружены ошибочные утверждения о «группах нулевого ранга», Энгель 

посоветовал Киллиигу поручить исправление этой ошибки одному из его 

учеников, но у Киллинга в Браунеберге не было учеников-математиков, 

и Энгель поручил решение этой задачи своему ученику Умлауфу. 

В работе [Ю\2] Киллинr решал задачу классификации комплексных 

простых групп Jlи, гораздо менее сложную, чем классификация веще­

ственных простых групп Jlи, которая была необходима для решения про­

блемы вещественных пространствеиных форм. В этой работе Киллинг 

применил теорию собственных значений матриц и показал, что кроме 

известных С. Jlи бесконечных серий таких групп имеются также особые 

простые группы размерностей 14, 52, 78, 133 и 248. 
С. Jlи были известны бесконечные серии вещественных и комплекс­

ных простых групп Jlи. Это- группы вещественных и комплексных мат-
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риц п-го порядка с определителем 1, группы вещественных и комплекс­
ных ортогональных матриц п-го порядка, т. е. матриц, удовлетворяю­

щих условию (2.15), также с определителем 1, и группы вещественных 

и комплексных матриц 2п-го порядка, называемые комплекс-группами, 

матрицы которых удовлетворяют условию 

urJU=J, (2.17) 

где J- кососимметрическая матрица 2п-го порядка, все элементы верх­

ней половины побочной диагонали которой равны 1, все элементы ниж­
ней половины этой диагонали равны -1, а все остальные элементы 

равны О. 

Матрицы первой из этих серий являются матрицами коллинеаций 

проективного пространства pn-I или c_pn-I. Матрицы второй из этих 
серий- матрицы коллинеаций тех же пространств, переводящих в себя 

гиперквадрики. Матрицы третьей из этих серий- матрицы коллинеаций 

пространств P2n-I и CP2n-I, переводящие в себя линейные комплексы 
прямых этих пространств. 

Последнее из этих пространств в настоящее время называется ком­

плексным си.мллектически.м пространство.м. Этот термин появился 

после того, как Г. Вейль начал читать лекции о простых группах Ли 

в США на английском языке, в котором выражения «комплекс-груп­

па» и «комплексная группа» совпадают. Для того чтобы не путать эти 

понятия, Вейль предложил [Вей2] заменить термин «Комплекс-группа» 

выражением «симплектическая группа» от греческого слова symplektikos, 
являющегося перевадом латинского слова complexus. 

В настоящее время групnы первой из этих серий обозначаются SLn 
и CSLn, группы второй серии обозначаются SOn и CSOn, группы третьей 
серии обозначаются Sp2n и CSP2n· 

Киллинг рассмотрел задачу о собственных значениях линейного опе­

ратора р, порождаемого в инфинитезимальной группе ее фиксированным 

элементом L huXи. Действие этого оператора на произвольвый элемент 
и 

инфинитезимальной группы Х = L avXv имеет вид 
v 

[LhиXu, х] = [LhиXu, l:avxv] = LLLCuvwhuavXw. (2.18) 
и и v и v w 

Если оператор Х является собственным вектором этого линейного 

преобразования, соответствующим собственному значению <U, то имеет 

место соотношение 

L L Cuvwhuav = <Uaw. 
и и 
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Поэтому собственное значение (J) является корнем уравнения 

fl((J)) = det(.I:Cиvwhu- (J)Ovw) =О, (2.19) 
и 

где Ovw- символ Кронекера, равный 1 при v = w и О при неравных v 
и w. Уравнение (2.19) называется характеристическим уравнением 
группы Ли. Это уравнение можно переписать в виде 

(J)r _ t\JI(J)r-1 + t\J2(J)r-2 _ ... + (-1)'-'t\Jr-l(J) + (-1)'t\Jr =О, 

где t\Jи- однородные функции параметров h11 : 

t\JI = LLCuvvhu, 
и v 

t\J2 = ~ L L (L Cuwш L Cvxx - L Cuxw L Сvшх) huhv, 
uv w х х И) 

(2.20) 

Формы t\Jи, являющиеся коэффициентами характеристического уравнения 
группы Ли, называются формами Киминга. 

Число функционально независимых коэффициентов t\Jи Киллинг на­

звал рангом группы. Для групп CSLn+l, CS02n+l, CSp2n и СSО2п ранг 
равен n. 

Киллин г заметил, что один и тот же оператор Х является собственным 

вектором для всех матриц линейных преобразований (2.18), соответству­
ющих операторам L: huXи из подгруппы нулевого ранга, содержащей ин-

и 

финитезимальное преобразование общего вида. Доказательство Киллинга 

этого факта, основанное на свойствах подгрупп нулевого ранга, содер­

жало изъян. Считая свое доказательство правильным, Киллинг пришел 

к выводу, что характеристическое уравнение можно записать в виде 

П ((J)- Cf.u(h)) =О, (2.21) 
и 

где Сf.и (h)- корни характеристического уравнения, являющиеся линейны­

ми функциями координат h; бесконечно малого преобразования L: h;X;, 
причем Х; -базисные бесконечно малые преобразования подгрупi!ы ну­
левого ранга. 

Рассматривая все возможные комбинации корней Cf.u(h), Киллинг 

провел классификацию инфинитезимальных групп комплексных простых 

групп Ли. 
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Он обозначал найденные им инфинитезимальные группы римскими 

цифрами, равными рангам групп, и одной из букв А, В, С, D, Е, F. 
Те же обозначения Киллинг применял и к самим комплексным простым 

группам Ли, соответствующим этим инфинитезимальным группам. Группы 

класса А начинаются с группы !А, группы классов В и С начинаются 

с групп IIB и IIC, группы класса D начинаются с группы IV D, в клас­

се Е были группы IV Е, VIE, VIIE и VIIIE, в классе F- группа IV F. 
Группы CSLn+t Киллинг называл простыми группами класса А, груп­
пы CSOzn+t - простыми группами класса В, группы CSpzn- простыми 
группами класса С, а группы CS02n- простыми группами класса D. 

В классификации Киллиига не было групn 18, !С и ID, так как Кил­
линг нашел, что груnпа CS03 локально изоморфна группе CSL2, а груп­
па CSp2 совпадает с групnой CSL2. Группу CS02, являющуюся одномер­
ной и коммутативной, Киллинг в свою классификацию не включил. Он на­
шел также, что группа CSp4 локально изоморфна группе CS05, поэтому 
обозначение IIC он применил не для группы CSp4 , размерность которой 

равна l О, а для открытой им особой простой группы, размерность кото­
рой равна 14. Киллинг доказал, что группа CS04 локально изоморфна 

прямому произведению двух групп СSОз и поэтому не является простой 

группой Ли. Он доказал, что группа СSОз локально изоморфна груп­

пе CSL2• Киллин г доказал, что размерности особых групп IV Е, VIE, VIIE 
и VIIIE равны соответственно 52, 78, 133, 248, а размерность группы IV F 
равна 52. Таким образом, Киллинг считал, что имеются две различные 
простые группы ранга IV и размерности 52. 

Киллинг заметил, что многими свойствами простых групп Ли облада­

ют группы, локально изоморфные прямым произведениям простых групп, 

которые он назвал полупросты.м.и группами. Фактически под полупро­

стыми груnпами Киллинг всегда имел в виду группы, локально изоморф­

ные прямым произведениям некоммутативных простых групп Ли. 

Лlиссертация Картана 

В заметке [ l] Картан, отметив «исключительно важные результаты» 
работы Киллиига [Кil2], писал, что, «К сожалению, в соображениях, кото­

рые привели Киллиига к этим результатам, отсутствует строгость. Поэто­

му желательно проделать это исследование снова, указав те его теоремы, 

которые неточны, и доказать те его теоремы, которые правильны» [ l, 
с. 784-785]. Эта работа была проделана Картанам в его диссертации [ 5]. 
Исследование проведено Картанам для тех групп Ли, которые он называл 

термином Киллиига «полупростые групnы», но определял более точно как 

груnпы Ли, не обладающие разрешимыми инвариантными подгруппами. 
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Эти группы локально изоморфны прямым произведениям некоммутатив­

ных nростых груnп Jlи. 

Картаи установил, что условием полупростоты группы Jlи является 

невырожденнесть квадратичной формы 

{2.22) 
и v ш х 

а условием разрешимости группы Jlи является тождественное обращение 

формы (2.22) в нуль. Выполнение последнего условия для коммутативных 
групn очевидно, так как в этом случае все структурные константы C11u.,, 

равны нулю. 

Форма (2.22) называется формой Киллинга-Картана. В случае, 
когда ф1 =О, эта форма имеет вид -2фz. 

В случае полупростой груnпы Jlи форма {2.22) определяет в ее алгеб­
ре Jlи метрику комплексного квадратичного евклидова пространства CR', 
если считать значение формы {2.22) для вектора h квадратом длины 
этого вектора. Картаи дал строгое доказательство того, что подгруппа 

нулевого ранга полупростой группы Jlи, которую рассматривал Киллинг, 

коммутативна и что эту подгруnпу можно определить как множество всех 

элементов группы, перестановочных с элементом общего вида («регу­

лярным элементом») группы. Поэтому в настоящее время эту подгруппу 

называют подгруппой Картана полупростой группы Jlи, а соответству­

ющую этой подгруппе подалгебру алгебры Jlи называют подалгеброй 

Картана алгебры Jlи. 

Картаи несколько видоизменил киллинговские обозначения простых 

групn Jlи: группы классов А, В, С, D ранга п он обозначал An, Bn, Сп, Dn 
и применял эти обозначения для всех четырех серий, начиная с п = 1. 

Группы VIE, VIIE и VIIIE он обозначал Е5, Е7 и Ев. Картаи доказал, 
что группы IV Е и IV F изоморфны, и обозначил эту группу F4, а груnпу II С 
размерности 14 Картаи обозначил Gz. Картаи рассматривал изоморфиз­
мы между группами А 1, В 1 и С 1, между группами В2 и Cz и между 
группами Аз и Dз, а также между группой D2 и прямым произведением 
двух групп В1. Группа D1 проста, но не полупроста. 

Тщательное сравнение диссертации Карта на и работы Киллиига [Кi12] 
произвел Томас Хокинс [НаwЗ], который отметил все случаи, когда Кар­
таи исправил ошибки или упущения Киллинга. В частности, Хокинс ука­

зал, что при рассмотрении группы Ев Картан, который «был искусным 

и не боящимся трудностей вычислителем», проверил выполнение тож­

дества Якоби для всех 2 511 496 сочетаний из 248 базисных элемен-
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тов алгебры Ли этой группы по 3. Киллинг этих вычислений не про­
водил. 

Корни комnлексных nростых rpynn Ли 

Корни характеристического уравнения (2.19) комплексной полупро­
стой группы Ли, кратко называемые «корнями группы Ли», представляют 

собой собственные числа матрицы линейного преобразования 

Ah = [ah] (2.23) 

в алгебре Ли этой группы, где h - произвольвый элемент алгебры Ли, 
а- элемент подалгебры Карта на этой алгебры. 

Обозначим через Eii матрицу, у которой элемент a;i равен 1, а все 
остальные элементы равны О. Произведение матриц E;i и Ekh является 
матрицей E;h, если j = k, и является нулевой матрицей, если j не рав­
но k. 

В случае группы матриц подгруппа Картана этой группы состоит из 

диагональных матриц, т. е. матриц вида I: u;Eu, а матрицы подалгебры 

Картана алгебры Ли этой группы также являются диагональными мат­

рицами L:a;E;;. 
i 

В случае группы CSLn+l, т. е. группы An, подгруппа Картана мо­
жет быть приведена к совокупности матриц вида I: и;Е;;, удовлетворя­

; 
ющих условию П и; = 1. Алгебра Ли этой груnпы состоит из матриц А 

i 
(n + 1)-го порядка, у которых след Tr А, т. е. сумма элементов главной 

диагонали, равен О. Подалгебра Картана этой алгебры состоит из мат­

риц А = I: a;Eu, удовлетворяющих условию Е а;= О. 
i i 

Коммутатор [AEjk] имеет вид 

[2: a;EuEik] = 2: a;E;;Eik - Eik 2: a;Eu = (ai - ak)Ejk· 
i i i 

Это соотношение показьrвает, что матрицы Eik играют роль собственных 
векторов для всех матриц линейных преобразований (2.23), а соответ­
ствующий корень группы Ли An имеет вид ai - ak. Поэтому Киллинr 
и Картан записывали корни группы An, соответствующие собственным 
векторам Eik матриц линейных преобразований (2.23), в виде 

(,)i - (Uk, где 2: (U; =О. (2.24) 
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В случае группы CS02n+l, т. е. группы Bn матриц линейных преоб­
разований, переводящих в себя квадратичную форму 

L X;X2n-i+2 + (Хп+ 1 )
2

, 

подгруппа Картана может быть приведена к совокупности матриц ви-
1 

да 2::: и; Е;;, для которых И2n-i+2 = -, Un+l = 1. Подалгебра Картана 
i ~ 

алгебры Ли этой группы состоит из матриц А = 2::: а; Е;;, для кото-
i 

рых a2n-i+2 =-а;, an+l =О. Составляя коммутатор [AEjk], мы найдем, 
что матрицы Eik играют роль собственных векторов для всех матриц 
линейных преобразований (2.23), а корни группы Вп можно записать 

в виде 

(2.25) 

В случае группы СSР2п. т. е. груnпы Сп матриц линейных преобразо­

ваний, переводящих в себя билинейную форму 

L(XiYzп-i+! - Y;Xzп-i+l), 
i 

подгруппа Картана может быть приведена к совокупности матриц ви-
1 

да 2::: и; Е;;, где Uzn-i+l = -, а подалгебра Картана алгебры Ли этой 
i щ 

группы состоит из матриц А = L: а;Е;;, где a2n-i+l =-а;. Составляя 
i 

коммутатор [AEjk], мы найдем, что матрицы Eik играют роль собствен-
ных векторов для всех матриц линейных преобразований (2.23), а корни 
группы Сп можно записать в виде 

(2.26) 

В случае группы СSО2п. т. е. группы Dп матриц линейных преобра­

зований, переводящих в себя квадратичную форму 

подгруnпа Картана может быть приведена к совокупности матриц ви-
1 

да L: и; Е;;, для которых И2n-i+l = -, а подалгебра Картана алгебры Ли 
i ~ 

этой груnпы состоит из матриц А= 2::: а;Е;;, где a2n-i+l =-а;. Составляя 
коммутатор [AEik ), мы найдем, что ~атрицы Eik играют роль собствен­
ных векторов для всех матриц линейных преобразований (2.23), а корни 
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группы Dп можно записать в виде 

±си;± сиi· (2.27) 

Выражения (2.24)-(2.27) являются линейными формами, называе­
мыми корневыми формами комплексных простых групп Ли. 

Киллинг заметил, что корневые формы являются линейными комби­

нациями векоторого числа из них, которые образуют базис, причем коэф­

фициенты этих линейных комбинаций являются целыми числами 1, 2, 3, 
-1, -2 и -3, а число базисных форм равно рангу группы. Картаи назвал 
эти базисные формы фундаментальными и показал, что для случаев 

(2.24)-(2.27) фундаментальные формы таковы: 
для форм (2.24) группы Ап 

(2.28) 

для форм (2.25) группы Вп 

(2.29) 

для форм (2.26) группы Сп 

(2.30) 

для форм (2.27) группы Dп 

ct1 =си1 -си2, сt2=си2 -сиз, ... , CXn-1 =сип-1 -сип, CXn =сип-1 +сип. (2.31) 

Г. Вейль [Вей 1] заметил, что, так как корни простых групп Ли яв­
ляются линейными функциями с.>= L а;с.>; элементов подалгебр Картава 

i 
алгебр Ли этих групп, они могут быть записаны в виде скалярных про-

изведений с.>= (а, h) «корневых векторов» а и элементов h подалгебры 
Картава. Корневые векторы а являются линейными комбинациями 

(2.32) 

векторов Е; базиса в подалгебре Карта на или в (n + l )-мерной nлоскости, 
содержащей эту подалгебру. Базис Е; - ортанормированный в метрике, 

индуцированной метрикой Картава в алгебре Ли. Во всех случаях са­

ми корневые векторы расположены в подалгебре Картава комплексной 

простой алгебры Ли. 

Число корневых векторов комплексной простой группы Ли равно 

разности размерности и ранга группы r - n. Для группы Ап это число 
равно n(n + 1 ), для групп Bn и Сп это число равно 2n2 , для группы Dп 
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это число равно 2п(п- 1), ДJIЯ групп G2, F4, Е6, Е7 и Ев эти числа равны, 
соответственно, 12, 48, 72, 126 и 240. 

Подалгебры Картана в метрике Картана являются комплексными ев­

клидовыми пространствами CRn. Б. Л. Ван дер Варден [ВдВ] заметил, 

что так как коэффициенты ai линейных комбинаций (2.32)- веществен­
ные числа, корневые векторы можно рассматривать также как векторы 

вещественного евклидова пространства Rn. 
На рис. 2.1 a-d изображены корневые векторы групп А2, 82, С2 

и D2. 

Az 

а) 

Рис. 2.1 

Bz 
w2-w1 w2 WJ +wz 

-w,~w, 
Ь) 

Dz 
w1+wz 

w,-w, $w,-w, 

d) 

Евгений Борисович Дынкин (р. 1924) в работе 1946 г. «Классифи­
кация простых групп Ли» [Дын 1] преДJiожил наглядное изображение 

фундаментальных систем корневых векторов комплексных nростых групп 

Ли в виде диаграмм, на которых эти корневые векторы изображаются 

точками, соединенными одной линией в случае, когда угол между векто­

рами равен 2л/3, двумя линиями, когда угол между векторами равен Зл/4, 
тремя линиями, когда этот угол равен 5л/6, и не соединяемыми линиями 
в случае, когда угол равен л/2. 

В работе [Дын 1] ДJIИны корневых векторов обозначались специаль­
ными пометками около соответственных точек диаграмм, позже в 1950-е 
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годы Дынкин изображал более длинные корневые векторы черными точ­

ками, а более короткие- белыми точками. 

Жак Тите (р. 1930) в работе 1955 г. «0 некоторых классах однород­
ных пространств групп Ли» [Ti 11 предложил в случае, когда две точки 
диаграммы Дынкина, соединенные несколькими линиями, изображают 

два корневых вектора различной длины, ставить на этих линиях знак >. 
обращенный острием к изображению вектора меньшей длины. В насто­

ящее время этот способ указания длин корневых векторов является об­

щепринятым. 

Диаграммы Дынкина можно рассматривать и для комnлексных лолу­

простых груnп Ли: эти диаграммы состоят из не связанных между собой 

диаграмм Дынкина nростых групn Ли, nрямое nроизведение которых ло­

кально изоморфно лолуnростой групnе. 

В качестве фундаментальной системы корневых векторов Дынкин 

пользовался оnределенными им «простыми корневыми векторами»: Дын­

кин считал, что корневой вектор а = L а; Е; больше корневого векто­
; 

ра Ь = L Ь;Е;, если для лервой nары неравных коэффициентов а;> Ь;. 
i 

Дынкин называл корневой вектор nоложительным, если он больше ну-

левого вектора, он называл корневой вектор nростым, если этот вектор 

положителен и не может быть nредставлен в виде суммы двух nоло­

жительных корневых векторов. Число nростых векторов равно рангу 

груnnы. 

Наглядное изображение корневых векторов в работах [ВдВ 1 и [Дын 11 
позволило их авторам значительно уnростить классификацию комnлекс­

ных nростых групn Ли. 

На рис. 2.2 a-d изображены диаграммы Дынкина комnлексных 
простых групn Ли классов An, Bn, Сп и Dn. 

otl otz оtз ot4 otn-1 otn 
а) An о-----о-------о -о---о 

otl otz оtз ot4 otn-1 otn 
Ь) Bn о-----о-------о -о=::=о 

otl otz оtз ot4 otn-1 otn 
с) Сп о-----о-------о ... ~ 

otl otz оtз СХ4 
••• ~otn-1 d) Dn о-----о-------о 

otn 

Рис. 2.2 
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На рис. 2.3 a-d изображены диаграммы Дынкина изоморфных ком­
плексных простых групп Ли А 1, В 1 и С 1, В2 и С2 , Аз и D3, а также 

полупростой группы D2 и двух простых групп В 1, прямое произведение 

которых локально изоморфно этой группе. 

А 1 =8 1 =С 1 
ClJ <Xz ClJ <Xz <Хз 

о Cl) 82 ~ Аз о---о----о 

о D2 ClJ <Xz ~<Х2 Cl) 
о <Х2 с2 о=:=о Dз 

<Хз 

а) Ь) с) d) 

Рис. 2.3 

Задание диаграмм Дынкина равносильно заданию «матриц Карта­
на»- квадратных матриц порядка, равного рангу группы, с элементами 

2(а;, aj) 
a;i = (а;, а;) , (2.33) 

где а.;- корневые векторы фундаментальной системы, (сх;, CXj)- скаляр­

ное произведение векторов ех; и cxi в метрике, определяемой квадратичной 
формой (2.22). Название «матрицы Картана» объясняется тем, что чис­
ла (2.33) встречаются в работе Картана [5]. 

Диаграмма Дынкина комплексной простой группы Ли, как и матрица 

Картана этой группы, позволяет восстановить всю систему корневых век­

торов этой группы, а знание этой системы дает возможность построить 

всю алгебру Ли этой группы. В силу теорем С. Ли алгебра Ли комплекс­
ной простой группы Ли определяет эту группу с точностью до локального 

изоморфизма. 

В диссертации [5] Картан показал, что корни комплексных простых 
групп Ли особых классов можно записать в виде: 

для группы G2 

(i); - (i)i• ± (L (i); - 3(i)i), i, j =О, 1, 2; 
i 

для группы F4 

(2.34) 

1 
±(i);, ±(i); ± (i)i• 2(±(i), ± (i)2 ± (i)з ± (i)4), i, j = 1, 2, 3, 4; (2.35) 

для группы Еб 

(i); - (i)i• ±h(i)o, ± ( V: (i)o + ~ L (i); - (i)i - (i)k - (i)h), 
i 

h, i, j, k = 1, 2, ...• 6; (2.36) 
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для группы Е7 

w; - Wj, ± ( ~ L w; - Wg - Wh - Wj - Wk), 

i 

g, h, i, j, k = 1' 2, ... '7; 

для группы Ев 

±w; ± Wj. ± (~ L w;- wi), 
i 

±а LWi- Wj- Wk- Wh). 

i 

h, i, j, k = l' 2, ... ' 8. 
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(2.37) 

(2.38) 

Простые корни комплексных простых групп Ли особых классов, об­

разующие фундаментальные системы, имеют вид: 

для групnы G2 

(2.39) 

для групnы F4 

СХ 1 = W2 - WЗ, СХ2 = WЗ - W4, СХЗ = W4, 

1 
СХ4 = 2(WI - Wз - Wз - W4); 

(2.40) 

для груnnы Е6 

CXI = WI - W2, СХ2 = W2 - Wз, СХз = WЗ - W4, 

СХ4 = W4 - W5, СХ5 = W5 - си5, 

J2 1 
СХ6 = тсио- 2(си1 + си2 +сиз- си4- си5- сиб); 

(2.41) 

для груnnы Е7 

CXI = си1- си2, СХ2 = си2- сиз, СХз =сиз- си4, 

СХ4 = си4 - сиs, СХ5 = си5 - W6, 

1 
СХ6 = 2 ( сио - си 1 - си2 - сиз - си4 + си5 + си6 + си7), 

(2.42) 

СХ7 = си6 - си7; 

для груnnы Ев 

CXI = си2- сиз, СХ2 =сиз- си4, СХЗ = си4 - си5, 

СХ4 = си5 - си5, СХ5 = си6 - си7, СХ6 = си7 - сив, 

1 
сх7 = 2 (си1 - си2 -сиз - си4 - сиs - сиб - си7 +сив). 

(2.43) 

СХВ = си7 + сив. 
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На рис. 2.4 изображены корневые векторы комплексной простой 
группы Ли G2. 

Рис. 2.4 

На рис. 2.5 а-е изображены диаграммы Дынкина комплексных про­
стых групп Ли G2, F4, Еб, Е7 и Ев. 

а) G2 Ь) F4 с) Е& 

ati at2 ati at2 аtз at4 ati at2 аtз at4 ats 
();$3) ~ 

~ 
d) Е1 е) Ев 

Рис. 2.5 

Груnnы Вейля комnлексных nростых групn Ли 

Киллинг в работе [I012] и Картав в своей диссертации рассматривали 
преобразования корневых систем комплексных простых групп Ли. Так 

как эти корни являются корнями характеристического уравнения группы 

Ли (2.19), то эти преобразования можно рассматривать как элементы 
группы Галуа этого уравнения. Поэтому Картав называл группу этих 

преобразований «группой Галуа группы Ли». 

Киллинг и Картав связывали с каждым корнем rx инволютивную под­
становку S(rx) системы корней. Они рассматривали эти подстановки как 
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отражения, которые Вейль в работе [Wey3] записывал в виде 

, 2(х, о:) 
х = х - -(--) сх, 

о:, о: 
(2.44) 

т. е. в виде отражений от гиперплоскостей, проходящих через общее нача­

ло корневых векторов и перпендикулярных корневым векторам сх. Линей­

ные преобразования, порождаемые этими отражениями, являются вра­

щениями пространства Rn вокруг общего начала корневых векторов. Эти 
вращения образуют группу, которую Вейль называл «Группой (5)». В на­
стоящее время эта группа называется «сферической группой Вейля ком­

плексной простой группы Ли». 

Под влиянием работы [Wey3] Картан вернулся в 1925 г. к теории 
корней простых групп Ли и в работе «Принцип двойственности и теория 

простых и полупростых групп» [82] доказал, что группа Вейля W nростой 
группы Ли совпадает с группой Галуа Г этой группы для всех простых 

групп, кроме групn An, Dn и Е5, а для этих групп группа W является 
инвариантной nодгрупnой группы Г. При этом факторгруппа Г /W в слу­
чае груnnы An, группы Dn nри всех n, кроме 4, и группы Е5 изоморфна 
группе nерестановак 2 элементов, а в случае груnпы D4 изо­

морфна групnе перестановак 3 элементов. Этот факт связан 
с тем, что диаграммы Дынкина групп An. Dn (n # 4) и Е5 

обладают двусторонней симметрией, а диаграмма Дынкина 

груnпы D4 (рис. 2.6) обладает трехсторонней симметрией. 
Картан отметил, что двусторонняя симметрия корней 

групnы An связана с nринципом двойственности проектив-
ной геометрии, и установил аналогичные nринципы двой-

Рис. 2.6 

ственности в nространствах, группами nреобразований которых являются 

группы Dn и Е5. Картан установил также «nринциn тройственности» 
в nространстве, групnа nреобразований которого есть D4• 

Движения пространства Rn, nорождаемые отражениями от гипер­
плоскостей, изучались Гарольдом Скоттом Макдональдом Коксетером 

(1907 -2003) в работе 1934 г. [Сох 1]. В этой работе было доказано, 
что в случае, когда гиnерплоскости, определяющие отражения, проходят 

через одну точку и удовлетворяют некоторым дополнительным услови­

ям, nорождаемые ими движения образуют конечные группы, а в общем 

случае эти движения образуют бесконечные дискретные группы. Коксе­

тер провел полную классификацию этих груnп и предложил изображать 

их диаграммами, близкими по строению к появившимся через 12 лет 
диаграммам Дынкина. Точки диаграмм Коксетера изображают гиnерплос­

кости, определяющие отражения. Эти точки не соединяются линиями 
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в случае, когда гиперплоскости перпендикулярны, соединяются линия­

ми без числовой отметки в случае, когда угол между гиперплоскостями 

равен тr./3, и соединяются линиями с числовой отметкой n в случае, когда 
угол между гиперплоскостями ранен тr.jn при n > 3. 

На рис. 2.7 изображены диаграммы Коксетера конечных групп дви­
жений, порождаемых отражениями от гиперплоскостей. В том случае, 

когда эти диаграммы состоят из k линий без отметок и не имеют разветв­
лений, эти группы обозначаются [3k]. В том случае, когда диаграммы 
имеют три ветви, содержащие k, l и т линий без отметок, группы обо­
значаются [3k.l.m]. В том случае, когда диаграмма не имеет разветвлений 
и состоит из k линий с отметками n;, группа обозначается [n1, n2, ... , щ] 
(отметки 3 на диаграмме не обозначаются); если на диаграмме имеется т 
линий без отметок, расположенных по одной прямой одна за другой, то 

в обозначении группы пишется 3m. 

13n-l] о--о--о- ... -<r--o--o 

[Зп-2, 4] о--о--о- ... ~ 

13п-з.1.1] о--о--о- ... ~ 
[п] о-п-о 

[3, 5] o--o--g-o 
[3, 4, 3] ~ 

[32
, 5] ~ 

[32.2.1] 

~ 
[33.2.1] 

~ 
[34.2.1] 

~ 
Рис. 2.7 

Многие из этих групп являются группами симметрии правильных 

многоугольников или многогранников. Груnпа [3п-l]- группа симметрии 
правильного симплекса ((n + J )-гранника) в пространстве Rn. Группа 
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[3п-2 , 4]- группа симметрии куба в пространстве R". Группа [3"-3•1•1]­

группа симметрии «nолукуба» в пространстве Rn, получаемого из куба 
удалением одной вершины на каждом его ребре. Группа [ n]- группа сим­

метрии правильногоп-угольника на плоскости R2 . Группа [3, 5] -группа 
симметрии додекаэдра и икосаэдра в пространстве R3 . Группа [3, 4, 3]­
группа симметрии правильного 24-гранника в пространстве R.J,. Груп­
па [32 , 5]- групnа симметрии правильных 120-гранника и 600-гранника 
в пространстве R4• 

Группы [32·2•1 J и [33·2·1] являются группами симметрии соответственно 
кубической поверхности с 27 прямолинейными образующими в проек­
тивном пространстве Р3 и кривой четвертого порядка с 28 двойными 
касательными на проективной плоскости Р2 . 

Группа [34·2·1]- подгруппа группы перестановак 120 элементов, ко­
торую Жордан называл «nервой гипоабелевой группой». 

Все эти груnпы, за исключением групп [3, 5] и [32 , 5], являются 
сферическими групnами Вейля комплексных простых групп Ли. Груп­

па [3"- 1]- сферическая группа Вейля группы Ап, группа [3"-2 , 4) -
групп Вп и Сп, группа [3п-З,I,I] -группы Dп. Группы [6], [3, 4, 3], [32•2•1 ], 

[33•2•1 J и [34•2•1 J- сферические группы Вейля, соответственно, групп G2, 

F",, Еб, Е1 и Ев. 
Изоморфизм групп Галуа характеристических уравнений трех послед­

них групп Ли и трех последних конечных групп, порождаемых отраже­

ниями, был указан Картэном еще в 1894 г. в заметке «0 приведении 
структуры группы к ее каноническому виду» [4] и был доказан им в 1896 г. 
в статье [9]. Для группы Еб Картав привел более строгое доказательство 
этого результата в статье [82] и снова вернулся к геометрической интер­
претации групп Е б и Е1 в 1946 г. в статье [ 184]. 

Особенно важны произведения n отражений S(cx;), соответствующих 
nростым корням комnлексных простых групп Ли. В настоящее время эти 

nроизведения называются преобразованиями Коксетера. При любом 

порядке множителей S(cx;) собственные значения матриц произведения 
этих преобразований имеют вид еМ;, где числа М; равны 2тса;/ h, nричем 
числа а; - целые числа, называемые покавателями комплексной про­

стой группы Ли, а число h- число Коксетера этой группы, выражаемое 

через ранг n и размерность г этой группы по формуле 

h = г- n. (2.45) 
n 

Показатели а;, число которых для каждой группы равно рангу n этой 
группы, удовлетворяют веравенетвам О< а;< h и равенствам а;+ an-i+l = 
= h. Эти показатели играют важную роль во многих вопросах теории 
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простых групп Ли. Впервые они были определены Коксетером в 1935 г. 

в работе [Сох2] с тем же названием, что и [Сох!], опубликованной в виде 
приложения к работе Вейля [Wey3]. 

Независимо от Коксетера из других соображений к этим показателям 

пришел Дынкин в работе [Дын2]. 

Показатели а; для комплексных простых групп Ли равны: 

для групп An 
для групп Bn и Сп 
для групп Dп 

при четном n 
для групп Dп 

при нечетном n 
для группы G2 
для группы F4 
для группы Ев 

для группы Е7 

для группы Ев 

1, 2, 3, ... , n (h = n + 1 ), 
1, 3, 5, ... , 2n - 1 (h = 2п), 
1, 3, 5, ... , n - 3, n - 1, n - 1, 

n + 1, ... , 2n - 3 (h = 2n - 2), 
1, 3, 5, ... n - 2, n - 1, 

п, ... , 2n - 3 (h = 2n - 2), 
1,5(h=6), 
1,5, 7,11 (h=12), 
1, 4, 5, 7, 8, 11 (h= 12), 
1, 5, 7, 9, 11, 13, 17 (h = 18), 
1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 (h = 30). 

(2.46) 

Сравнение рис. 2.3 и рис. 2.5 с рис. 2.7 показывает, что диаграммы 

Дынкина для групп Ап, Dn, Е5, Е7, Ев имеют тот же вид, что и диа­
граммы Коксетера сферических групп Вейля этих групп, а конфигурации 

остальных диаграмм Дынкина близки к виду соответствующих диаграмм 

Коксетера. Конечные группы движений, порожденные отражениями от 

гиперплоскостей, были применены к теории простых групп Ли в рабо­

те [Сох2]. 
Эрнст Витт (1914-1997) в 1941 г. в работе «Группы отражений и пе­

речисление полупростых колец Ли» [Wit] провел классификацию алгебр 
Ли комплексных простых групп Ли с помощью диаграмм Коксетера, 

в которых заменил линии с пометкой 4 двойными линиями, а линию 
с пометкой б - тройной линией. Диаграммы Коксетера в этой форме 

отличаются от диаграмм Дынкина только отсутствием знаков >, однако 
геометрический смысл точек и линий в диаграммах Коксетера и Дынкина 

совершенно различен. 

В работе [Сох!] были найдены все бесконечные дискретные группы 

движений пространства Rn, порожденные отражениями от гиперплоско­
стей. Обозначения этих групп и изображающие их диаграммы Коксетера 

подобны тем, которые применяются для конечных групп, порожденных 

отражениями. 

На рис. 2.8 изображены диаграммы Коксетера бесконечных дискрет­
ных групп, порожденных отражениями. 
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[3"] ~ 
[4, 3"-2, 4] o-:r-o----o- ... -о----о-:го 
[4, 3n-3.1,1] o-:r-o----o- ... ~ 
(31.1.п-5.1.1] ~- .. ~ 

[оо] ОооО 

[3, 6] ~ 
[32, 4, 3] ~ 

[32.2.2] 

т 
[33.3,1] 

~ 
[35.2.1] 

Рис. 2.8 

Группа [оо]- группа движений прямой R1, порожденная отражени­
ями прямой от двух ее точек, изоморфная группе движений простран­

ства Rn, порожденных отражениями этого пространства от двух парал­
лельных гиперплоскостей. 

Группы [3n] - группы симметрии многогранных углов. Группа 

[ 4, 3п-2 ' 4] - группа симметрии «СОТ» пространства Rn' образованных 
разбиением этого пространства на кубы. 

Группа [3, 6] - группа симметрии «СОТ» плоскости R2, образован­
ных разбиением этой плоскости на равносторонние треугольники или на 

nравильные шестиугольники. Группа [32 , 4, 3]- группа симметрии «СОТ» 
пространства R4 , образованных разбиением этого пространства на пра­
вильные 24-гранники. 

Бесконечные дискретные группы движений пространства Rn, опреде­
ляемые корневыми векторами комплексных простых групп Ли ранга п, 

называются аффинными группами Вейля этих групп Ли. Эти группы 
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были определены Коксетером в работе [Сох2]. Коксетер дополнил от­

ражения от гиперплоскостей, порождающие сферическую группу Вейля, 

отражением от гиперплоскости, проведеиной через конец одного из кор­

невых векторов перпендикулярно этому вектору. В качестве этого вектора 

в настоящее время берут минимальный корневой вектор в смысле Дынкина. 

Диаграммы Дынкина, дополненные точкой, изображающей мини­

мальный корневой вектор, называются расширенными диагра.МJ'.tа.ми 

Дынкина. 
В случае группы А 11 корневая форма, соответствующая минимальному 

корневому вектору, имеет вид w11 - wo, а в случае группы С11 - вид -2wl. 
В случае групп 8 11 , Dn, F4 и Ев корневые формы, соответствующие ми­

нимальным корневым векторам, имеют вид -w1 - w2. 
В случае групп G2, Е6 и Е7 корневые формы, соответствующие мини­

мальным корневым векторам, имеют, соответственно, вид wo + w1 - 2w2, 
-(J2/2)wo, W7 - w0 . Поэтому расширенные диаграммы Дынкина ком­
плексных простых групп Ли имеют вид, указанный на рис. 2.9. 

а) A~l) ~ 
Ь) 8(1) 

fl ~···~ 
с) со) 

fl 
~ ... ---о----о:::з:= 

d) D~l) r···~ 
е) 0(1) 

2 <:s$0----0 

f) ~1) 
4 ~ 

g) E(l) 
6 

т 
h) E(l) 

7 ~ 
i) E(l) 

8 

Рис. 2.9 
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В случае, когда расширенная диаграмма Дынкина комплексной про­

стой группы Ли обладает k-сторонней симметрией, будем называть чис­

ло k индексом симметрии этой диаграммы. В случае, когда расширен­
ная диаграмма Дынкина не обладает симметрией, будем считать ее индекс 

симметрии равным 1. 
Индекс симметрии расширенной диаграммы Дынкина 

для группы An равен n + 1, 
для групп Bn, Сп, Е7 равен 2, 
для группы Dn равен 4, 
для групп G2, F4 и Ев равен 1, 
для группы Ев равен 3. 
Вычисляя определители матриц Картава (2.33) комплексных простых 

групп Ли, мы найдем, что эти определители равны индексам симметрии 

расширенных диаграмм Дынкина этих групп. 

Сравнение рис. 2.8 и 2.9 показывает, что расширенные диаграммы 
Дынкина групп An, Dn, Ев, Е7 и Ев совпадают с диаграммами Коксетера 
аффинных групп Вейля этих групп, а расширенные диаграммы Дьшкина 

остальных комплексных простых групп Ли отличаются от диаграмм Кок­

сетера аффинных групп Вейля этих групп, если заменить в них числовые 

пометки двойными или тройными линиями, как это делал Витт, только 

наличием знака >,т. е. так же, как обычная диаграмма Дьшкина отлича­

ется от диаграмм Коксетера соответствующих сферических групп Вейля 

в форме Витта. 

Как для сферических, так и для аффинных групп Вейля комплекс­

ных простых групп Ли можно определить фундаментальные области. Для 

сферических групп Вейля это камеры Вейля, т. е. многогранные углы, 

ограниченные гиперплоскостями, проходящими через общее начало кор­

невых векторов перпендикулярно простым корневым векторам. Для аф­

финных групп Вейля это альковы Вейля, т. е. симплексы, ограниченные 
теми же гиперплоскостями, что и камеры Вейля, и гиперплоскостью, про­

ходящей через конец минимального корневого вектора перпендикулярно 

этому вектору. Эти фундаментальные области были определены Вейлем 

в работе [Wey3] . 

. Ассоциативные и альтернативные алгебры 

В XIX веке наряду с определенными Галуа группами и полями 

появился целый ряд новых числовых систем. Эти числовые систе­

мы, являющиеся обобщениями поля комплексных чисел, первоначально 

также вазывались системами комплексных чисел, а позже, для того, 

чтобы отличить их от обычных комплексных чисел, их стали назы-
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вать системами гиперкомплексных чисел или ассоциативными алгеб­

рами. 

Помимо ассоциативных алгебр, т. е. векторных пространств, в ко­

торых определено ассоциативное умножение векторов, дистрибутивное 

относительно их сложения и перестановочное с умножением векторов на 

числа, стали рассматривать также более общие алгебры, отличающие­

ся от ассоциативных тем, что умножение их элементов неассоциативно. 

К неассоциативным алгебрам относятся алгебры Ли, в которых ассоци­

ативность умножения элементов заменена тождеством Якоби (2.14). 
Базисные элементы { ei} линейного пространства алгебры называют­

ся единицами алгебры. Умножение единиц алгебры определяется фор­

мулами 

eiei = L ciikek. 
k 

(2.4 7) 

Частным случаем формул (2.47) являются формулы (2.10), в которых 
роль векторов ei играют операторы D11 , а роль произведений векторов eiei 
играют коммутаторы [DuDv]. 

Числа Cijk в случае любой алгебры также называются ее структур­
ными константами. 

Простейшей алгеброй является поле С комплексных чисел с едини­

цами 1 и i, Р = -1. В работах Леонарда Эйлера ( 1707 -1783), Жана 
Лерона Даламбера (1717-1783), Гаусса и Огюстева Луи Коши (1789-
1857) была установлена геометрическая интерпретация комплексных чи­
сел на плоскости комплексного переменнога со сложением по правилу 

параллелограмма и умножением, при котором модули комплексных чисел 

перемножаются, а аргументы складываются. 

В первой половине XIX в. некоторые математики пытались «обоб­

щить комплексные числа на пространство», т. е. построить числовую си­

стему с тремя единицами. Такие алгебры определили Огастас де Мор­
ган (1806-1871) и Чарльз Гревс (1810-1860), однако в этих алгебрах 
имелись делители нуля, т. е. такие ненулевые элементы, произведение 

которых равно нулю. Наиболее известная из этих алгебр- алгебра три­

плетов, изоморфная прямой сумме полей IR и С вещественных и ком­
плексных чисел. Элементы этой алгебры можно представить парами (х, z) 
чисел этих полей, причем сложение и умножение этих пар чисел опреде­

ляется формулами 

(х, z) +(у, w) = (х +у, z + w), (х, z)(y, w) = (ху, zw). (2.48) 

В 1844 г. Вильям Роуан Гамильтон (1805-1865) определил алгеб­

РУ 1Н! кватернионов с 4 единицами 1, i, j, k, i2 = Р = -1, ij = -ji = k. 
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Кватернионы вида xi + yj + zk Гамильтон называл векторами и счи­
тал кватернионы общего вида суммами вещественных чисел («скаля­

ров») и векторов. Алгебра JНI является телом, т. е. обладает всеми 

свойствами поля, за исключением коммутативнести умножения эле­

ментов. 

В теле !Н!, как и в поле С, для каждого элемента а. определен пере­

ход к сопряженному элементу ii, состоящий в умножении кватернионных 
единиц i, j, k на -1. Сопряженные кватернионы обладают свойством 

(2.49) 

Произведение a.ii, равное сумме квадратов координат кватерниона а., 

называется квадратом модуля \rx\ этого кватерниона. В теле JНl, как и в по­
ле С, имеет место соотношение 

(2.50) 

Артур Кэли (1821-1895) и Джан Томас Гревс, брат Ч. Гревса, обоб­
щая алгебру !Н!, пришли к алгебре ((}) октонионов, называемых также 
октавами, числами Кэли и числами Кэли-Гревса. Алгебра ((}) имеет 
8 единиц 1, i, j, k, l, р, q, r, i2 = Р = f2 = -1, ij = -ji = k, il = -li = р, 
kp = -pk = q, jp = -pj = r. 

Алгебра ((}), как и алгебра !Н!, является телом, однако она не ассо­

циативна, но альтернативна, т. е. всякие два ее элемента по рождают 

ассоциативную подалгебру. В алгебре ((}), как и в поле С и в теле !Н!, 

для каждого элемента а. определен сопряженный элемент ii. Переход 
к сопряженному октаниону состоит в умножении единиц i, j, ... , r на -1. 
Сопряженные октанионы обладают свойством (2.49). Модуль актони­
она \rx\, квадрат которого \rx\2 = et.Ci. равен сумме квадратов координат 
октониона, обладает свойством (2.50). 

Кэли определил также алгебры 1Rп и Сп вещественных и комплексных 

матриц п-го порядка. Сложение и умножение матриц А= (a;i) и В= (b;j) 
определяется по формулам 

А+ В= (a1i + bfi), АВ= (L a1ibik). (2.51) 
j 

Алгебры 1Rп и Сп обладают n2 единицами E;j, т. е. матрицами, у ко­
торых элемент aii равен 1, а все остальные элементы равны О. В этих 
алгебрах имеются делители нуля- матрицы с нулевыми определителя­

ми. Аналогично определяется алгебра JН!п кватернионных матриц п-го 

порядка. Матрицы этой алгебры не имеют определителей, их роль иг­

рают «полуопределители»- вещественные числа, равные определителям 
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матриц алгебр Czn и IR4 11 , обладающих подалгебрами, изоморфными ал­
гебре IНin. 

Для алгебр А с единицами е1, е2, ... , en и В с единицами ft, !2 •... , fm 
можно определить прямую сумму А + В и тензорное произведе­

ние АВ. Алгебра А+ В- алгебра с т + п единицами е 1 , е2, ... , en, 
ft, /2, ... , f т. причем все произведения eJi = fie; = О. Тензорное произ­
ведение АВ -алгебра с тп единицами eJi = fie;. 

Сложение и умножение элементов JJюбой алгебры А+ В можно за­

писать в виде (2.48). АJJгебры Сп и IНin являются тензорными произве­

дениями CIRn и IНI!Rn. Нетрудно проверить, ЧТО ашебра с2 изоморфна 

тензорному произведению CIНI, алгебра IR4 изоморфна тензорному про­
изведению IНI2 двух алгебр IНI, а тензорное произведение алгебр IR111 и IRn 
изоморфно алгебре 1Rmn· 

Основатель линейной алгебры и многомерной геометрии Герман Грас­

сман (1809-1877) в книге «Учение о линейном протяжении» [Gra], 
в которой он ввел п-мерное линейное пространство, определил внешнее 

произведение векторов этого пространства. В настоящее время внешнее 

произведение векторов х 1 , х2, ... , Xk записывается в виде Xti\X21\ ... 1\xk. 

Это произведение не изменяется при четной перестановке векторов, 

умножается на -1 при нечетной перестановке векторов и равно нулю, 
если векторы линейно зависимы. Все возможные внешние произведе­

ния k ~ п базисных векторов являются 2" единицами «алгебры экстен­
сивоВ>> Грассмана. 

Клиффорд в 1878 г. в статье «Применение алгебры экстенсивов Грас­
смана>> [Cli] построил новую алгебру, являющуюся видоизменением ал-
гебры Грассмана, где единицами являются 1, i 1, i2, ... , iп и всевозмож-

ные внешние произведения элементов ik (k = 1, 2, ... , п) с неравными 
значениями k. Последним из этих произведений является iti2 ... iп. При 

этом по определению i~ = -1. В настоящее время элементы этой алгеб­
ры называются альтернионами, или числами Клиффорда, а сама эта 

алгебра обозначается An+l· 
Алгебра At совпадает с полем IR, алгебра А2 совпадает с полем С, 

алгебра Аз совпадает с телом IНI. Алгебры An+l при п > 2 являются 
ассоциативными алгебрами с делителями нуля. Число единиц алгебры An 
равно 2"- 1• 

Алгебра А4 изоморфна nрямой сумме 1Н! + IНI, алгебра А5 - ал­

гебре IНI2 , алгебра Аб- алгебре С4, алгебра А7 -алгебре !Rв, алгеб­
ра Ав - прямой сумме !Rв + 1Rв. Алгебра Авmн изоморфна тензорному 
произведению алгебры Ak на т алгебр 1Rtб· Поэтому все алгебры An+l 
при п ;;;:: 8 изоморфны алгебрам вещественных, комплексных или кватер-
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нионных матриц, или прямым суммам пар одинаковых алгебр веществен­

ных или кватернионных матриц. 

В 1872 г. в работе [Кл и J «Предварительный очерк бикватернионов» 
Клиффорд определил два аналога комплексных чисел, называемые в на­

стоящее время двойными и дуальныJuи числами. Алгебра С' двойных 
чисел имеет две единицы l и е, е2 = + 1, эта алгебра изоморфна прямой 
сумме JR + JR. 

Алгебра С0 дуальных чисел имеет единицы 1 и е:, е:2 =О. Бикватер­
нионами Клиффорд называл элементы тензорных произведений IНIC, IНIC' 
и JНIC0 . Алгебры С' и С0 обладают делителями нуля. В случае алгебры С' 
делителями нуля являются двойные числа е+ = ( 1 + е)/2 и е_ = ( 1 - е)/2, 
произведение которых равно нулю. В случае алгебры С0 делитель нуля­
дуальная единица е:. 

Общее понятие ассоциативной алrебры было введено Бенджами­

ном Пирсом ( 1809-1880) в работе «Линейные ассоциативные алrеб­
ры» [Ре]. В этой работе Пире определил нильпотентные элементы ал­

гебр- элементы, одна из степеней которых равна О, и идемпатентные 

элементы алгебр- элементы, все степени которых равны между собой. 

Пример нильпотентного элемента -дуэльная единица е:, примеры идем­

патентных элементов- двойные числа е+ = ( 1 + е)/2 и е_ = (1 - е)/2. 
Пире провел классификацию алгебр небольшой размерности. 

В 80-х rr. XIX в. появилось несколько работ выдающихся мате­

матиков по теории алгебр: в 1883 г. статья Вейерштрасса «К тео­

рии комплексных величин, образованных n главными единицами» [Wei] 
и статья Пуанкаре «0 комплексных числах» [Poi1], в 1885 г.- ста­

тья Рихарда Дедекинда (1831-1916) [Ded] с тем же названием, что 
и [Wei]. Все эти математики называли алгебры системами комплекс­
ных чисел или комплексных величин. Пуанкаре изучал соотношение 

между алгебрами и билинейными непрерывными группами, т. е. груп­

пами преобразований (2.2), где функции /; - линейные функции от 
всех аргументов Xj и au. Вейерштрасс доказал, что всякая комму­

тативная ассоциативная алгебра изоморфна прямой сумме нескольких 

полей JR и С. Дедекинд рассматривал конечные алrебраические рас­

ширения поля Q рациональных чисел, аналогичные расширениям Галуа 
полей JF р классов вычетов. Эти расширения рассматривались им как 
алгебры. 

В 1892 г. Федор Эдуардович Малин (186!-1941) защитил в Дерл­
те (ныне Тарту) диссертацию «0 системах высших комплексных чи­
сел» [Мол]. В этой работе Молив перенес nонятия простоты и полу­

простоты, применявшиеся Киллиигом к алгебрам Jlи, на ассоциативные 
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алгебры и нашел условие полупростоты комплексных ассоциативных 

алгебр в виде невырожденнести квадратичной формы 

<р = L L L L c;khcjhka;ai, (2.52) 
k h 

аналогичной форме (2.22). Молин доказал, что всякая простая комплекс­
ная алгебра изоморфна алгебре Сп, а всякая полупростая комплексная 

алгебра изоморфна прямой сумме таких алгебр. 

В 1898 г. Э. Штуди в статье [Stu 1] определил алгебры, называемые 
в настоящее время алгеброй JНI' антикватернионов и алгеброй JНI0 по­
лукватернионов. Алгебра JНI' обладает 4 единицами 1, i, е, f, i2 = -1, 
е2 = + 1, ie = -ei = f. Алгебра JНI0 обладает 4 единицами 1, i, Е, YJ, Р = -1, 
с:2 = О, ic: = -Ei = YJ· Алгебра JНI' изоморфна алгебре JR2, элементы ал­
гебры JНI0 называют кватернионами Штуди. Впоследствии по аналогии 
с алгеброй JНI' Леонард Юджин Диксон (1874-1954) определил альтер­
нативную алгебру ((])', элементы которой называются антиоктониона­
ми, или числами Кэли-Диксона, а по аналогии с алгеброй JНI0 была 
определена алгебра ((])0 полуоктонионов. 

Работы Картана об ассоциативных алгебрах 

Заметки Картана 1897 г. (11] и [12] и его статья 1898 г. [13] бы­
ли посвящены ассоциативным алгебрам, которые он называл системами 

«комплексных чисел». Картан определил «инвариантные подсистемы» 

этих систем, т. е. подалгебры, не изменяющиеся при умножении всех их 

элементов на произвольвый элемент алгебры справа или слева. В на­

стоящее время такие подалгебры называются «Идеалами». Термин идеал 
появился следующим образом. Ассоциативные алгебры являются част­

ными случаями колец. В кольце Z целых чисел подкольца, обладающие 
этим свойством, состоят из чисел, кратных одному множителю. Эрнст 

Куммер (1810-1893), изучая кольца алгебраических чисел, обнаружил 
в них подкольца, обладающие этим свойством, но не состоящие из чисел 

с общим множителем. Куммер считал, что эти числа обладают общим 

«Идеальным множителем». Позднейшие математики отказались от по­

нятия идеального множителя, но сохранили память о термине Куммера 

в слове «идеал». Свойства идеалов алгебр аналогичны свойствам инва­

риантных подгрупп. 

Картан определил также «псевдонулевые инвариантные подсисте­

мы», аналогичные разрешимым инвариантным подгруппам. Эти подси­
стемы, являющиеся частными случаями идеалов, в настоящее время 

называются радикалами алгебр. Алгебра называется простой, если 



Линейные представления комплексных простых групп Ли 65 

она не содержит идеалов, и полупростой, если она не содержит ра­

дикалов. Полуnростые алгебры изоморфны прямым суммам простых 

алгебр. 

В заметке [ 11] Карта н установил, что nростые комnлексные ассоциа­
тивные алгебры изоморфны алгебрам Сп -результат, незадолго до этого 

nолученный Малиным. В заметке [ 12] Карта н нашел, что nростые веще­
ственные алгебры изоморфны алгебрам 1Rn, Сп и IНiп. Поэтому алгебры 
альтернионов-nростые или nолуnростые алгебры. В статье [ 13] были 
даны nодробные доказательства результатов заметок [ 11] и [ 12]. 

Так как алгебра С2 изоморфна алгебре комплексных кватернионов, 

Картан называл элементы алгебры С2 «кватернион3МИ». Следуя Джеймсу 

Джозефу Сильвестру (1814-1897), Картан называл элементы алгеб­
ры Сз «нонионами», а элементы алгебры Сп- «n2 -ионами». 

Статья Картана [27] nредставляет собой расширенный французский 
nеревод статьи [Stul]. В этой статье к изложению Штуди алгебр Ап 
альтернионов Картаи добавил обобщения этих алгебр, в которых т еди­

ниц ik заменены единицами ek, для которых е~ = 1. В настоящее время 
эти алгебры называются алгебрами псевдоальтернионов и обозначают­

ся Ап.m· Алгебра А2.1 изоморфна алгебре С', т. е. nрямой сумме JR + JR, 
алгебры Аз.1 и Аз.2 изоморфны алгебре IНI', т. е. алгебре JR2. 

В работе [27] Картан установил, что алгебра Ап,m имеет ту же раз­
мерность, что и алгебра Ап, и то же строение, что и алгебра An-2m· 

Псевдоалыернионы алгебры An.m при n = 2m - l и n = 2m называ­
ются антиальтернионами. Алгебры Azm-l,m изоморфны алгебрам JRN 
nри N = 2m, алгебры A2m.m изоморфны алгебрам JRN + JRN. 

Алгебры САп называются алгебрами биальтернионов. Алгебры 
CA2m-1 изоморфны алгебрам CN, где N =2m, алгебры CA2m изоморфны 
алгебрам CN + CN. 

Линейные представления комплексных простых групп Ли 

В 1913 г. в работе «Проективные груnпы, не оставляющие инвари­
антным никакого nлоского многообразия» [37] Картан nостроил теорию 
линейных представлений комплексных простых групn Ли. 

Линейным представленнем груnnы G называется гомоморфное или 
изоморфное отображение этой груnnы в груnпу вещественных или ком­

nлексных матриц или в груnпу линейных nреобразований вещественного 

или комnлексного линейного nространства. 

Линейное представление называется приводимым, если линейное 

nространство представления содержит подпространство, остающееся ин­

вариантным nри nреобразованиях, представляющих группу. 
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Линейное представление ер называется вполне приводимым, если 

пространство представления является прямой суммой инвариантных под­

пространств. В этих подпространствах определены линейные представ­

ления ер1, ер2 •... , epk группы G. В этом случае линейное представление ер 
называется прямой суммой линейных представлений ера и обозначается 

epl + ер2 + ... + epk. 
В статье [37] Картан вместо линейных преобразований линейного 

пространства рассматривал коллинеации проективного пространства, 

точки которого изображаются одномерными подпространствами линей­

ного пространства. 

Картан показал, что все линейные представления комплексных полу­

простых групп Ли вполне приводимы. Поэтому изучение общих линейных 

представлений этих групп сводится к изучению их веприводимых линей­

ных представлений. 

Линейное представление группы Ли G определяет линейное представ­
ление алгебры Ли этой группы. В диссертации [5] Картан фактически уже 
рассматривал один вид линейного представления комплексной простой 

группы Ли в ее алгебре Ли, определяемое преобразованием 

х' = аха- 1 • (2.53) 

Это представление в настоящее время называется присоедин.ен.ным 

линейным представлением группы. 

В статье [37] показывается, что так же, как в случае присоединен­
ного представления, при любом веприводимом линейном представлении 

комплексной простой группы Ли линейные преобразования А -+ [НА], 
где А и Н - матрицы линейного представления произвольнаго эле­

мента а. алгебры Ли и элемента h подалгебры Картэна этой алгеб­
ры, имеют одни и те же собственные векторы. Собственные значения 

матриц этих линейных преобразований называются весами линейного 

предстамения. Веса линейных представлений, как и корни групп Ли, 

ямяются линейными формами элементов подалгебры Картана алгебры 

Ли и могут быть записаны в виде скалярных произведений си= (те, h), 
где h - элемент подалгебры Картана, а вектор те называется весовым 

вектором. 

Для весовых векторов, как и для всех элементов подалгебры Карта­
на, можно определить понятие «больше», например, в смысле Дынкина. 

Поэтому понятие «больше» можно определить и для самих весов. Этим 

понятием пользовался и Картаи в работе [37J. Для каждого линейного 
представления Картаи определял максимальный вес, который он называл 

«старшим весом». Картаи доказал, что веприводимое линейное пред-
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ставление комnлексной nолуnростой груnnы Ли полностью оnределяется 

старшим весом этого nредставления. 

Для двух линейных nредставлений <р 1 и <р2 груnпы G в линейных 
пространствах с координатами Ха и у" можно определить линейное пред­

ставление, которому подвергаются произведения ХаУи· Это линейное 

представление называется «кронекеровским произведением» двух данных 

представлений и обозначается <р 1 <р2. Карта н доказал, что если старшие 
веса линейных представлений <р 1 и <р2- формы <дi и <д2, то старший вес 

кронекеровского произведения является формой <дi + <д2. 
Для всякого линейного представления <р группы G в линейном про­

странстве с координатами Ха можно определить линейное представление, 

которому nодвергаются координаты Та.ь ..... h кососимметрического тензора 

k-й валентности. Это линейное представление называется k-й внешней 

стеnенью nредставления <р и обозначается cplkJ. Картан доказал, что если 
старший вес представления <р- форма <д 1 , а k - 1 следующих за ним 
весов в порядке убывания являются формами <д2, <дз, ... , <дk, то старший 

вес представления cplkJ имеет вид <дi + <д2 + ... + <дk. 
Картаи доказал также, что линейные представления комплекс­

ной простой группы Ли G являются кронекеровскими произведениями 
и внешними степенями нескольких фундаментальных представлений, 

число которых равно рангу группы*). Вейль в работе [Вей 1] доказал, 
что представления комnлексных простых груnп Ли определяются nро­

стыми корневыми векторами этих груnп. Весовые векторы rr.; старших 

весов nредставлений комnлексной nростой груnnы Ли, образующие базис 

подалгебры Картава алгебры Ли этой груnnы, определяются nростыми 

корневыми векторами щ no формулам 

сх; = L a;jitj, 
j 

rr.; = L A;jCXj, 
i 

(2.54) 

где (a;j) -матрица Картана (2.33) комnлексной простой груnпы Ли, 
а (A;j)- матрица, обратная этой матрице. 

Формулы (2.54) показывают, что весовые векторы rr.; старших весов 
представлений комnлексных nростых групп Ли находятся во взаимно од­

нозначном соответствии с простыми корневыми векторами сх; этих груnп. 

Поэтому представления <р; комnлексных nростых групn Ли можно изоб­

ражать теми же точками диаграмм Дьшкина, что и простые корневые 

векторы сх; этих груnп. 

*)Далее в этом разделе. говоря о представлениях комплексных групп. мы имеем в виду 
фундаментальные линейные представления этих групп. 
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Из формул (2.54) видно также, что весовые векторы старших весов тr.; 
nредставлений комnлексных nростых груnп Ли являются линейными ком­

бинациями корневых векторов r:x; с рациональными коэффициентами. Ве­
совые векторы старших весов nроизвольных линейных nредставлений яв­

ляются линейными комбинациями векторов тr.; с целыми коэффициентами 

и, следовательно, линейными комбинациями векторов r:x; с рациональными 
коэффициентами. 

Представлениями комплексной простой группы Ли класса Ап явля­

ются ее представление <р1 матрицами группы CSLп+l и внешние сте­
пени <pk = cp\kJ, k = 2, 3, ... , n, этого nредставления матрицами nоряд-
ка c~+l' 

Представлениями комnлексной простой груnnы Ли класса Bn явля-
ются ее представление ср 1 матрицами группы CS02п+l, внешние степе­
ни <pk = <prkJ, k = 2, 3, ... , n - l, этого представления матрицами поряд­
ка с~п+l и представление <рп матрицами порядка 2п. 

Представлениями комплексной простой группы Ли класса Сп яв­

ляются ее представление <р1 матрицами группы СSР2п и неприводимые 
представлеНИЯ <pk = cp\k] матрицами ПОрядка C~n - С~;2 , КОТОрые ВХОДЯТ 

• [k] k 2 3 в состав внешних степенен ср 1 , = , , ... , n. 
Представлениями комплексной простой группы Ли класса Dn яв­

ляются ее представление ср 1 матрицами группы CS02n, внешние степе­
ни <pk = cp\kl, k = 2, 3, ... , n - 2, этого представления матрицами поряд­
ка c~n и представления <рп-1 и <рп матрицами порядка 2n-l. 

Будем обозначать весовые векторы старших весов представлений <р; 

комплексных простых групп Ли буквами тr.; с теми же индексами. 

Так как присоединенное линейное представление комплексной про­

стой группы Ли осуществляется в ее алгебре Ли, порядок матриц этого 

представления равен размерности r группы. 
В случае группы класса Ап присоединенное линейное представление 

является кронекеровским произведением ср 1 <рп- В случае групп классов Вп 
и Dп присоединенное представление имеет вид <р2. В случае группы клас­

са Сп присоединенное представление есть срт. 
Весовые векторы старших весов этих представлений имеют следую-

щий вид: 

1t1 + 1tn в случае группы An; 
1t2 в случае групп Bn и Dn; 
2тr. 1 в случае группы Сп. 
Киллинг в работе [I012] и Картаи в работе [5] рассматривали ком­

плексные простые группы Ли в их присоединенном линейном представ­

лении. Поэтому весовые векторы старших весов этих представлений 



Линейные nредставления комплексных nростых rpynn Ли 69 

совпадают с максимальными корневыми векторами групп, т. е. с про­

изведениями минимальных корневых векторов этих групп на -1. Этим 
объясняется тот факт, что точки диаграмм Дынкина, изображающие nри­

соединенные линейные nредставления, совпадают с теми точками этих 

диаграмм, к которым nрисоединяются дополнительные точки расширен­

ных диаграмм Дынкина. 

Линейные nредставления <рп груnпы Bn и <рп-1 и <рп группы Dn 
в настоящее время называются спинорными представленаяма групn 

ортогональных матриц. После того как физики открыли сnин элек­

трона и д,11я его оnисания сформулировали nонятие спинора, Картан 

вернулся к теории этих nредставлений и в 1938 г. nодробно изложил 

эту теорию в книге «Теория сnиноров» [ 164]. Сnинорные nредставле­
ния групn Bn и Dn можно nолучить следующим образом: nредставим 
алгебру САп биальтернионов как подалгебру алгебры CA.n+l, все еди­
ницы которой являются nроизведениями четного числа элементов ik 

алгебры CA.n+l· В алгебре CA.n+l рассмотрим п-мерную nлоскость, 

состоящую из элементов х = :L: Xkik, которую можно рассматривать как 
k 

комnлексное евклидово nространство CRn, и преобразования (2.53), пе­
реводящие эту п-мерную nлоскость в себя. Эти nреобразования оnреде­

ляют в nространстве CRn вращения вокруг точки, изображаемой нулевым 
элементом алгебры. Поэтому всякому биальтерниону а, оnределяющему 

преобразование (2.53), nереводящее в себя п-мерную nлоскость, и би­
альтерниону -а соответствует одна и та же комnлексная ортогональная 

матрица вращения nространства сдп. Биальтернионы а, обладающие 

указанным свойством, образуют груnпу, д,11я которой группа комплекс­

ных ортогональных матриц п-го порядка изоморфна факторгруппе по 

инвариантной nодгрупnе, состоящей из элементов 1 и -1. 
Эта груnпа биальтернионов называется спинорной группой груnnы 

комплексных ортогональных матриц. Представление группы комплекс­

ных ортогональных матриц биальтернионами ее спинорной группы назы­

вается спинорным представлением этой группы. 

В случае группы CS02n+l сnинорное nредставление осуществляется 
биальтернионами алгебры CA2n+l, изоморфной алгебре CN, где N = 2п. 

В случае группы СSО2п спинорное представление этой группы осу­

ществляется биальтернионами алгебры СА2п. изоморфной прямой сум­

ме См +См, где М= 2n-i. 
В случае группы CS02n+l векторы комплексного линейного про­

странства, матрицы линейных преобразований которого осуществля­

ют спинорное представление <рп этой группы, называются спинорами. 
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В случае группы CS02n векторы комплексных линейных пространств, 
матрицы линейных преобразований которых осуществляют спинорные 

nредставления Cf>n-l и q>п, называются полуспинорами. 

Картан показал, что nорядки матриц представлений ср 1 и q>2 груп­

nы G2 равны 14 и 7. Первое из этих представлений- присоединенное, 

второе- представление в алгебре СО биоктонионов, груnпа автомор­

физмов которой изоморфна групnе G2. Если ввести в алгебру СО мет­
рику комплексного евклидова nространства CR8, в которой расстояние 
между биоктонионами z и w равно квадратному корню из произведе­
ния (w- z)(w- 2), то автоморфизмы алгебры СО изображаются враще­
ниями этого пространства вокруг nрямой, nроходящей через элементы О 

и 1 этой алгебры. При этих вращениях nереходит в себя семимерная 
nлоскость, проходящая через элемент О перпендикулярно этой прямой. 

Представление q>2 происходит в этой семимерной плоскости. 
Из представлений группы F4 отметим присоединенное представле­

ние ср 1 и представление ср4 в 26-мерном пространстве биоктонионных 

эрмитово симметрических матриц третьего порядка с нулевым следом. 

Из представлений группы Еб отметим присоединенное представле­

ние ср6 и nредставления ер 1 и q>5 в 27-мерном пространстве биоктонионных 
эрмитово симметрических матриц третьего порядка. 

Из представлений группы Е7 отметим присоединенное представле­

ние q>б и представление q>1 в 56-мерном пространстве, определяемое дроб­
ио-линейными преобразованиями биоктонионных эрмитово симметриче­

ских матриц третьего порядка. 

Из представлений группы Ев отметим присоединенное представле­

ние Cf>l· 

Вещественные nростые груnnы Ли 

Классификацию вещественных простых групп Ли, особенно важ­

ную дЛЯ геометрии вещественных пространств, Картан смог провести 

только в 1914 г. Этой классификации была посвящена его работа [38], 
в которой каждая группа рассматривалась с помощью специфических 

nриемов. 

Картан вернулся к этой проблеме в 1929 г. в работе «Замкнутые и от­

крытые nростые групnы и риманова геометрия» [116] после того, как он 
разработал теорию симметрических римановых пространств. Определе­
ние инволютивных автоморфизмов групп, Применявшихея в этой теории, 

дало Карта ну общий метод для нахождения вещественных простых групп 

Ли. Если работа [38] содержит 92 страницы, то работа [1 16] занимает 
ТОЛЬКО 20 СТраНИЦ. 
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«Замкнутыми группами» Картан называл компактные веществен­

ные группы Ли, а «открытыми группами»- некомпактные веществен­

ные группы Ли. Комплексные группы Ли размерности r с координата­
ми zi = Xj + iyi можно также рассматривать как вещественные неком­
пактные группы Ли размерности 2r с координатами xi и Yi· 

В вещественных группах Ли форма Киллинга-Картана (2.22) веще­
ственна. Как и в случае комплексных групп Ли, эта форма невырожденна 

для вещественных полупростых групп Ли и обращается в нуль для ве­

щественных разрешимых групп Ли. Форма (2.22) является отрицательно 
определенной, т. е. приводится к сумме r отрицательных квадратов, для 
вещественных компактных полупростых групп Ли и является знаканеоп­

ределенной для вещественных некомпактных групп Ли. Если в последнем 

случае форма приводится к алгебраической сумме N отрицательных квад­
ратов и Р положительных квадратов, то разность о = Р - N называется 
характером вещественной полупростой группы. 

Будем называть комплексные матрицы И порядка N унитарными, 
если они удовлетворяют условию 

(2.55) 

где uт- матрица, полученная транспонированием матрицы И. Группа 
этих матриц обозначается СИп. Алгебра Ли этой группы состоит из ком­

плексных косоэрмитовых матриц N-го порядка, т. е. матриц, удовлетво­

ряющих условию 

Ат =-А. (2.56) 

Элементы матрицы И обозначим через Uii = Vii + iWii· Уравнение (2.55) 
можно переписать в виде 

откуда следует, что 

LL Uijйij = LL vв + LL wв = N. 
i i i 

Поэтому группа СИ N изображается пересечением гиперсферы радиу­
са vГJV в 2N2 -мерном евклидовом пространстве с алгебраической по­
верхностью. Так как гиперсфера евклидова пространства компактна, 

группа СИ N также компактна. Верен следующий результат: если G- под­

группа полной группы CGLN комплексных матриц N-го порядка, то 
максимальная компактная подгруппа группы G является ее пересечением 
с группой СИ N. Отсюда вытекает, что компактные вещественные простые 
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группы Ли классов An, Вп, Сп и Dп являются пересечениями комплексных 
простых групп Ли тех же классов с группами комплексных унитарных 

матриц. 

Компактная простая группа класса An является группой CSUn+l ком­
плексных унитарных матриц (п + 1 )-го порядка с определителем 1. Ал­
гебра Ли этой группы состоит из комплексных косоэрмитовых матриц 

(n + 1 )-го порядка со следом, равным нулю. 
Компактная простая группа класса Bn является пересечением групп 

CS02n+l и СИ2п+l· Эта группа изоморфна группе S02n+l вещественных 
ортогональных матриц (2n + 1 )-го порядка с определителем 1. Алгебра 
Ли этой группы состоит из вещественных кососимметрических матриц 

(2n + 1)-го порядка. 
Компактная простая группа класса Сп является пересечением групп 

СSР2п и СИ2п. Карта н в работе [ 1 07] отметил, что эта группа изоморфна 
группе 1НIИп кватернионных унитарных матриц п-го порядка, определяе­

мых условием (2.55). Алгебра Ли этой группы состоит из кватернионных 
косоэрмитовых матриц п-го порядка и является прямой суммой алгеб­

ры Ли кватернионных косоэрмитовых матриц п-го порядка со следом, 

равным О, и алгебры Ли группы автоморфизмов тела JНI, изоморфной 

компактной простой группе А 1. 

Компактная простая группа класса Dn является пересечением групп 
CS02n и СИ2п· Эта группа изоморфна группе SО2п вещественных орто­
гональных матриц 2п-го порядка с определителем 1. Алгебра Ли этой 
группы состоит из вещественных кососимметрических матриц 2п-го nо­

рядка. 

Компактная простая группа класса G2 является группой автомор­
физмов альтернативного тела ((]) октонионов. Эта группа представляется 
вещественными ортогональными матрицами седьмого порядка. Эти мат­
рицы являются матрицами вращений семимерной плоскости в теле (()) 
с метрикой nространства R8, nерпендикулярной вещественной оси ал­
гебры О. 

Эрнест Борисович Винберг (р. 1937) в работе [Вин] доказал, что 

алгебры Ли компактных простых групп Ли F4 , Еб, Е7 и Ев изоморфны 
прямым суммам совокупностей косоэрмитовых матриц третьего поряд­

ка с элементами, соответственно, из тела (()) и из тензорных произведе­
ний ICO, JНI(()) и 0 2 со следом, равным О, и алгебр Ли групп автоморфизмов 
тела (()) и указанных тензорных произведений. Первые две из этих групn 
автоморфизмов изоморфны компактной простой группе G2 , а две послед­
ние изоморфны прямым произведениям компактных nростых групп G2 
и А 1 и двух групп G2. 
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Для определения некомпактных простых групп Ли G', имеющих ту 
же комплексную форму CG, что и компактная простая группа G, Картаи 
в работе [116] применил следующий алгоритм, называемый в настоящее 
время «картановым алгоритмом». Картаи находил все инволютивные ав­

томорфизмы компактной группы G и определяемые ими инволютивные 
автоморфизмы в алгебре Ли G группы G. Всякий инволютивный авто­
морфизм алгебры Ли G определяет представление алгебры Ли G в виде 
прямой суммы 

G =К+ Е, (2.57) 

где К- подалгебра алгебры Ли G, состоящая из элементов, остающихся 
инвариантными при этом автоморфизме, а Е- линейное подnростран­

ство, элементы которого умножаются nри автоморфизме на -1. Алгебра 
Ли G' некомпаюной nростой груnnы G' имеет вид 

G' = K+iE, (2.58) 

где i- мнимая единица nоля С. 

Формулу (2.1 О) для алгебры Ли груnnы G' можно записать в виде 

[еаеь] = L Саьсес, [eaeu] = L Cauvev, [euev] = L Cuvaea, (2.59) 
с v а 

где еа, еь, ее- элементы базиса подалгебры К, а е11 , ev- элементы ба­

зиса подnространства Е. 

Формулу (2.10) для алгебры Ли групnы G' можно записать в виде 

[еаеь] = L Саьсес, [eaeu] = L Cauvev, [euev] =-L Cuvaea. (2.60) 
v а 

Инволютивными автоморфизмами комnактной груnnы SON являются 
nреобразования 

Х'=ЕХЕ, (2.61) 

где Е- диагональная матрица, k диагональных элементов которой рав­
ны -1, а остальные диагональные элементы равны 1, и nри N = 2n 

Х' = -JXJ. (2.62) 

Инволютивными автоморфизмами комnактной группы CSUn+l являются 
nреобразования, удовлетворяющие условию (2.61), а также условиям 

Х' =Х (2.63) 

и 

Х' = -JXJ. {2.64) 
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Инволютивными автоморфизмами комnактной группы JНIU" являются 

преобразования (2.61) и 
Х' = -iXi. (2.65) 

Применяя картанов алгоритм к компактной группе SON и ее инволю­
тивному автоморфизму (2.61), мы получим групnу SON,k вещественных 
псевдоортогональных матриц с определителем l. Псевдоортогональные 
матрицы удовлетворяют условию 

uтEU =Е. (2.66) 

Применяя картанов алгоритм к компактным груnпам CSUn+l и JНIUn 
и их инволютивным автоморфизмам (2.61), мы получим груnпу CSUn+l.k 
комплексных псевдоунитарных матриц с определителем 1 и группу JНIUn,k 
кватернионных псевдоунитарных матриц. Псевдоунитарные матрицы удо-

влетворяют условию 

(2.67) 

Применяя картанов алгоритм к группе CSUn+l и ее инволютивным 

автоморфизмам (2.63) и (2.64), мы получим группу C'SUn+l двойных уни­
тарных матриц, изоморфную группе SLn+l вещественных матриц с опре­
делителем 1, и группу C'JНISU<n+ 1 )/2 бикватернионных унитарных матриц, 
изоморфную группе JНISL(n+I)/2 матриц с полуопределителем 1. 

Применяя картанов алгоритм к группе JН!Ип и ее инволютивному авто­

морфизму (2.65), мы получим группу JНI' Ип антикватернионных унитарных 
матриц, изоморфную группе Sp2n вещественных симплектических матриц, 
удовлетворяющих условию (2.17). 

Применяя картанов алгоритм к группе S02n и ее инволютивному 

автоморфизму (2.62), мы получим группу JНISpn кватернионных эрмитово 
симплектических матриц, удовлетворяющих условию 

(2.68) 

Группу SLn+l Карта н обозначал AI, группу JНISL(n+I)/2- All, 
группу CSUn+l.k при k > 1 обозначал AIII, группу CSUn+l.l -AIV, 
группу S02n+l.k при k> 1 Картан обозначал 81, группу S02n+I.t-BII, 
группу Sp2n Картан обозначал CI, группу JНIUn.k- CII, 
группу S02п,k при k > 1 Картан обозначал Dl, группу S02n,I - Dll, 
группу JН!Spn Картан обозначал DШ. 

Характеры групп CSUn+l· CSUn+l.k· SLn+l· JНISL(n+I)/2 соответствен­
но равны -п(п + 2), 4k(n- k + 1)- n(n + 2), n и -n- 2. 

Характеры групп S02n+I и S02n+l.k равны -n(2n+ 1) и 2k(2n-k+ 1 )­
- п(2п + 1). 
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Характеры групп JН!Ип, JНIИn,k, Sp2n соответственно равны -n(2n+ 1), 
8k(n- k)- n(2n + 1) и n. 

Характеры групп S02n, S02п.k и JНISpn соответственно равны 

-n(2n- 1), 2k(2n- k)- n(2n- 1) и -n. 
Картанов алгоритм применим к ассоциативным и альтернативным ал­

гебрам. Применяя его к полю С и автоморфизму х' = х, получим алгеб­
РУ С' двойных чисел, применяя его к телу JНI и автоморфизму х' = -ixi, 
получим алгебру JНI' антикватернионов, применяя этот алгоритм к альтер­

нативному телу ([]) и автоморфизму х' = i, оставляющему неподвижными 
элементы подалгебры JНI, nолучим алгебру ([])' антиоктонионов. 

Применяя картанов алгоритм к комnактной груnпе G2 и ее автомор­

физму, порожденному автоморфизмом х' = i в теле ([]), мы nолучим группу 
автоморфизмов алгебры([])', являющуюся некомпактной группой G2. Кар­
таи обозначал эту некомпактную группу G. 

Характеры компактной и некомпактной груnп G2 равны -14 и 2. 
Алгебры Ли некомпактных групп F4, Е6, Е7 и Ев могут быть постро­
ены аналогично алгебрам Ли компактных групп тех же классов. В их 

построении косоэрмитовы матрицы могут быть заменены матрицами, удо­

влетворяющими условию А т Е= -ЕА, а поле С и тела JНI и ([]) могут быть 
заменены алгебрами С', JНI' и ([])'. 

Картаи обозначал некомпактные группы класса F4 символами Fi 
и FII, некомпактные груnпы класса Е6- Ei, EII, EIII и EIV, неком­
пактные группы класса Е7 - EV, EVI и EVII, некомпактные группы 
класса Ев- EVIII и EIX. 

Характеры компактной и некомпактных групп класса F4 равны -52, 
-20 и 4, 

класса Е6 равны -78, -26, -14, 2 и 6, 
класса Е7 равны -133, -25, -5 и 7, 
класса Ев равны -248, -24 и 8. 
Корневые векторы компактных полупростых груnп чисто мнимы. 

Среди некомпактных nолупростых груnп с общей комnлексной фор-

мой имеется одна группа, все корневые векторы которой вещественны, 

эта группа называется расщепленной полупростой группой Ли. 

Корневые векторы остальных некомпактных полупростых групп Ли 

с общей комплексной формой могут быть вещественны, чисто мнимы 

и мнимо сопряжены. 

Корневые векторы вещественных полупростых групп Ли изобража­

ются диаграммами Сатаке, являющимиен модификациями диаграмм 

Дынкина, в которых вещественные корневые векторы изображаются 

белыми точками, чисто мнимые корневые векторы - черными точками, 
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а мнимо соnряженные корневые векторы- белыми точками, соеди­

ненными кривыми линиями с двумя стрелками. Эти диаграммы были 

nредложены Итиро Сатаке (р. 1927) в работе [Sat]. 
Диаграммы Сатаке расщепленных групn совnадают с диаграммами 

Дынкина. Диаграммы Сатаке комnактных групn совnадают с диаграмма­

ми Дынкина, все точки которых черные. 

На рис. 2.1 О а-р изображены диаграммы С атаке некомnактных 
групn классов An, Bn, Сп и Dn. На рис. 2.11 а-1 изображены диаграммы 
Сатаке некомnактных групn классов G2, F4, Е5, Е7 и Ев. 
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Рис. 2.10 

Диаграмма Сатаке комnлексной nолуnростой груnnы Ли, рассмат­

риваемой как вещественная некомnактная групnа двойной размерности, 

состоит из двух диаграмм Дынкина комnлексной груnnы, соответственные 

точки которых соединены линиями с двумя стрелками. 
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В работе [38, с. 353-355) Картаи указал все изоморфизмы между 
вещественными простыми группами Ли классов А;, В;, С;, D;: классов В2 
и С2 и классов Аз и Dз и между двумя вещественными полупростыми 

группами D2 и прямыми произведениЯМff двух вещественных групп В 1 , 

а также между третьей группой D2 и комплексной простой группой В 1• 

На рис. 2.12 a-k изображены диаграммы Сатаке этих групп. 
В статье [39], написанной в том же 1914 г., что и работа [38], Картаи 

построил теорию линейных представлений вещественных простых групп 

Ли, в которой нашел все неприводимые линейные представления этих 

групп. 

Фундаментальные линейные представления вещественных простых 

групп Ли аналогичны фундаментальным линейным Представлениям ком­

плексных групn тех же классов. 

Спинорные представления tрп-1 и tрп групп SON определяются с nо­
мощью алгебр AN альтернионов аналогично оnределению сnинорных 

представлений групn CSON с nомощью алгебр CAN биальтернионов. 
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Сnинорные nредставления tpп-I и tрп групn SON,k оnределяются таким 
же образом с nомощью алгебр AN,k nсевдоальтернионов. 

Тоnология групn Ли 

После nоявления работы Вейля [WеуЗ] Картан начал рассматривать 

геометрию групn Ли в целом и тоnологическое строение этих групn. В ра­

боте 1930 г. [ 128] Картаи установил, что всякая вещественная групnа 
Ли G гамеаморфна (тоnологически эквивалентна) тоnологическому nро­
изведению максимальной комnактной nодгруnnы К этой груnnы и евкли­

дона nространства Е, размерность которого равна разности размерностей 

груnп G и К. 
Среди комnактных простых груnп Ли с общей алгеброй Ли имеется 

одна односвязная груnпа, т. е. такая груnпа, что всякий замкнутый контур 

в этой группе может быть стянут в точку. Все остальные комnактные nро­

стые группы Ли с общей алгеброй Ли изоморфны факторгруnпам одно­

связной групnы по ее конечным инвариантным подгруппам, называемым 

группами связности или группами Пуанкаре этих групп. Максимальной 

из этих подгруnn является ядро гомоморфизма односвязной компактной 

nростой группы на nрисоединенную группу этой группы, т. е. на группу ее 

присоединенного представления. Все эти инвариантные подгруппы ком­

мутативны. Число элементов группы связности nрисоединенной группы 

называется индексом связности компактной простой группы Ли. Этот 
индекс совпадает с индексом симметрии расширенной диаграммы Дынки-
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на соответствующей комплексной простой группы Ли и с определителем 

матрицы Картана этой группы. 

Индекс связности компактной простой группы Ли класса An ра­

вен n + 1. Группа CSИn+I этого класса односвязна. Инвариантная под­
группа этой группы, факторгруппа по которой совпадает с присоеди­

ненной группой, содержит n + 1 матрицу- единичную матрицу 1 и ее 
произведения на степени комплексного числа с модулем 1 и аргументом 
2тс/(п + 1 ). 

Спинорные группы групп SON односвязны, группы SON являются 
факторгруппами спинорных групп по их инвариантным подгруппам, со­

стоящим из альтернионов 1 и -1. Группа 502n+I совпадает с присоеди­
ненной группой. Группа S02n не совпадает с присоединенной группой, 

которая изоморфна ее факторгруппе по ее инвариантной подгруппе, со­

стоящей из единичной матрицы 1 и матрицы -/. 
Группа 1Н!Ип односвязна, ее присоединенная группа изоморфна ее 

факторгруппе по инвариантной подгруппе, состоящей из матриц 1 и -/. 
Инвариантные подгруппы односвязных компактных групп Е6 и Е7 , 

факторгруппы по которым изоморфны присоединенным группам этих 

групп, определяются следующим образом. Алгебры Ли этих групп состоят 

из матриц третьего порядка с элементами из тензорных произведений 00> 
и JНI(()) и элементов алгебр Ли групп автоморфизмов поля С и тел 1Н! и О. 

Поэтому указанные инвариантные подгруппы изоморфны инвариантным 

подгруппам групп СSИз и JНIU2, т. е. инвариантная подгруппа односвязной 
группы Е6 состоит из единичной матрицы 1 третьего порядка и ее про­
изведений на комплексные числа единичного модуля с аргументами 2тс/3 
и 4тс/3, а инвариантная подгруппа группы Е7 состоит из матриц 1 и -/. 
Отсюда видно, что индексы связности групп Е6 и Е7 равны 3 и 2. 

Работы Карта на [ 111] и [ 154] посвящены определению важнейших 
топологических инвариантов компактных вещественных простых групп 

Ли- чисел Бетти bk этих групп. Так как эти числа для произвольных 
топологических многообразий были определены Пуанкаре, Картаи назвал 

многочлен P(t) = L bktn-k полиномом Пуанкаре. Развивая идеи Kap-
k 

тана, Лев Семенович Понтрягин (1908-1988) в работе 1935 r. [Пон 1] 
вычислил числа Бетти нескольких односвязных компактных простых 

групп Ли. Шевалле в работе [Шев] 1955 г. привел общую формулу поли­

нома Пуанкаре для любой односвязной компактной простой группы Ли: 

P(t) = п (t2A(i)+I + 1), (2.69) 

где А (i) = щ-показателu (2.46) этих групп. 
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Конечные груnnы тиnа Ли 

Можно оnределить не только комnлексные и вещественные груnnы 

Ли, но и групnы Ли, nараметры которых являются элементами любых 

полей. Многие такие групnы рассматривались в работе [Шев]. Для опре­
деления этих групп над конечньiМИ полями 1Fq строится алгебра Ли со 
структурными константами из этого nоля и оnределяется груnпа, пере­

водящая эту алгебру Ли в себя. Полученная груnпа является конечной 

груnnой, причем в том случае, когда структурные константы оnределяют 

простую групnу Ли, конечная груnпа является nростой конечной груnnой 

или обладает nростой инвариантной подгруппой. Полученные nростые 

конечные групnы называются конечными простыми группами типа 

Ли. Шевалле nоказал, что число элементов конечной простой груnпы 

Ли G, построенной над полем JFq, равно 

сагd G = (qN /и) П (qAU)+J - 1), (2.70) 

где N- число положительных корней комплексной nростой груnnы Ли, 

соответствующей групnе G, и- число элементов центра груnnы G, а чис­
ла A(i) = ai- показатели (2.46) комплексной простой груnnы Ли, соот­
ветствующей груnпе G. Кроме конечных nростых групп типа Ли, опре­
деленных указанным образом, имеются также конечные простые группы 

типа Ли, называемые «2-скрученными», и еще одна конечная простая 

группа тиnа Ли, называемая «3-скрученной». 2-скрученные группы яв­

ляются модификациями конечных простых групп типа Ли классов An. Dn 
и Еб, для которых диаграммы Дынкина обладают двусторонней симмет­

рией. Эти группы характеризуются диаграммами Сатаке, приведеиными 

на рис. 2.1 О d, k и 2.11 е. Числа элементов этих групп, соответственно, 

равны 

(qNjи) п(qi+l _ (-1/+1), (qN jи)(qn + l) П (q2i _ l), 
i i 

Рис. 2.13 3-скрученная группа является модификацией конечной 

простой группы типа Ли класса D4 , для которой диаграмма 

Дынкина обладает трехсторонней симметрией. Эта группа 

характеризуется диаграммой Сатаке, приведеиной на рис. 2.13. Число 
элементов этой группы равно 

(qN /и)(qв + q4 + l)(qб _ l)(q2 _ l) 

(см. статью Титса [Ti4, с. 213-214]). 
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Редуктивные и квазиредуктивные груnnы Ли 

Полуnростые груnnыЛи-частные случаи редуктuвных групп Ли, 

алгебры Ли которых являются nрямыми суммами nростых алгебр Ли без 

требования их некоммутативности. Термин «редуктивные груnnы» был 

введен Арманом Борелем (р. 1923) и Титсом в 1965 г. в их работе [ВоТ]. 

Все коммутативные и все комnактные груnnы Ли являются редуктивными 

груnnами. Редуктивными груnnами являются также груnnы GL 11 и CGLn 
всех невырожденных вещественных и комnлексных матриц п-го порядка. 

В том случае, когда редуктивная груnпа G является груnnой автомор­
физмов коммутативной груnnы R, можно оnределить квазиредуктивную 
группу, являющуюся nолуnрямым nроизведением групn G и R, т. е. мно­
жеством пар (g, r), где g-элемент груnnы G, а г-элемент груnnы R, 
с умножением по правилу 

(2.71) 

nричем g1 r2- результат действия автоморфизма g1 на элемент r2. Наи­
более важные nримеры этих групп- групnы аффинных nреобразований 

вещественного и комnлексного аффинных nространств Е11 и СР. 

Более общий случай квазиредуктивной груnnы мы nолучим, если ком­

мутативная груnпа R обладает двумя редуктивными груnnами автомор­
физмов G и Н, действия которых на элемент r груnnы R имеют вид gr 
и rh. Эта квазиредуктивная групnа является множеством троек (g, h, r) 
с умножением по nравилу 

(2.72) 

Такими груnпами являются групnы квазиаффинных nреобразований 
квазиаффинных простране тв Ет.п и СЕт.п, т. е. nроективных про­

странств pn и СР11 с выделенной т-мерной nлоскостью (квазиаффинные 

nреобразования - коллинеации, nереводящие в себя выделенную nлос­

кость). 

Если груnnы G и Н- nолуnростые груnnы Ли, то квазиредуктивная 

груnпа называется квазипростой группой Ли. Алгебра Ли такой группы 

может быть nолучена из алгебры Ли nолупростой групnы, заnисанной 

в виде (2.57), с nомощью перехода к алгебре Ли 

G0 = К+е:Е, (2.73) 

где е:- дуальная единица алгебры С0 . 
Переход от алгебры Ли (2.57) к алгебре Ли (2.73), так же как и nере­

ход от груnnы Ли, соответствующей nервой алгебре, к групnе Ли, соот-
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ветствующей второй алгебре, называется к.вазик.артан.овым алгорит­

мом. Общее определение квазипростых групп Ли было дано в 1954 г. 

Кацуми Номидзу (р. 1924) в работе [Nom, с. 50] и в 1957 г. Марсе­

лем Б е рже (р. 1927) в работе [Beg2, с. 93]. Израиль Моисеевич Гель­
фанд (р. 1913) в работе [БГГН] называл группы Ли, полученные картано­
вым и квазикартановым алгоритмами, «двойственными и тройственными 

по Картану». 

Если в определении квазиредуктивной группы заменить редуктив­

ную группу G на квазиредуктивную, мы получим бик.вазиредук.тивн.ую 
группу Ли. Аналогичным образом определяются триквазиредук.тив­

н.ые и r-квазиредуктивн.ые группы Ли, а также биквазипростые, 

трuквазuпростые и r-квазuпростые. 

Группа движений евклидова пространства Rn является квазипростой 
группой Ли, групnы движений изотропных nространств, которые Картан 

рассматривал в работах [66] и [147а], являются биквазипростыми груn­
пами Ли. 



ГлаваЗ 

Проективньtе nространства 

и nроективньtе метрики 

Проективные и аффинные nространства 

В заголовках работ [37] и [39] Картаи называл представления 

простых групп Ли «проективными груnпами», т. е. группами проектив­

ных преобразований (коллинеаций) проективных пространств срп и pn. 
Мы видели, что комплексные простые группы Ли классов А 11 , 8 11 , Сп 

и Dn представляются, соответственно, группами коллинеаций про­

странства серп' группами движений неевклидовых пространств CCS211 ' 

группами симплектических преобразований симплектического простран­

ства CCSy2п-I и группами движений неевклидова пространства ccs2п-I. 
Вещественные простые группы Ли допускают аналогичные геометриче­

ские интерпретации в вещественных формах этих пространств: в веще­

ственном проективном nространстве pn, в вещественных неевклидовых 

пространствах- эллиптических пространствах 5 211 и s2п-l' гиперболиче­
ских пространствах Н211 и н2n-l' псевдоэллиптических пространствах s~п 
и s;n-l' nсевдогиперболических пространствах н~п и н;п-l и в симплек­
тическом пространстве Sy2n-I. 

Многие из этих пространств рассматривались в статье Картана «Тео­

рия непрерывных групп и геометрия» [46] и в его книге «Лекции о ком­
nлексной проективной геометрии» [ 134]. Первым из этих пространств, 
отличных от евклидова пространства, было определено гиперболическое 

пространство Н3 . Геометрия этого пространства была впервые изложена 
Николаем Ивановичем Лобачевским (1792-1856) в 1829 г. в статье 

«0 началах геометрии» [Лоб]. В 1832 г. к той же геометрии пришел 

Янош Бойаи (1802-1860) в работе [Бол]. После смерти К. Ф. Гаусса, 
когда стали известны его письма и записи [Гау2], выяснилось, что он 

пришел к этой геометрии еще до Лобачевского, но не публиковал своих 

результатов. Геометрия Лобачевского была признана широкими кругами 

математиков только в 70-х годах XIX в. после выхода в свет основных 

трудов Лобачевского на немецком, французском и итальянском языках, 
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писем и записок Гаусса, а также после появления интерпретации Эудже­

нио Бельтрами (1835-1900) геометрии Лобачевского в круге евклидавой 
плоскости. 

Это признание было подготовлено также рядом важнейших откры­

тий геометров XIX века. В середине этого века учение о проективных 

свойствах фигур превратилось в самостоятельную проективную геомет­

рию, которая в «Геометрии положения» [Sta] Христиана фон Штауд­
та (1798-1867) была освобождена от определений, основанных на ев­
клидовой геометрии. 

В 1859 г. А. Кэли в «Шестом мемуаре о формах» [Кэл] показал, что 
евклидову плоскость можно рассматривать как проективную плоскость 

с выделенной «бесконечно удаленной прямой» и двумя мнимыми «цик­

лическими точками» на ней, в которых эта прямая пересекается со всеми 

окружностями плоскости. Кэли доказал, что эллиптическую плоскость, 

т. е. сферу с отождествленными диаметрально противоположными точ­

ками, можно представить как ту же проективную плоскость, на которой 

задано мнимое коническое сечение, и пришел к выводу, что «метриче­

ская геометрия является, таким образом, частью проективной геомет­

рии и проективная геометрия представляет собой всю геометрию» [Кэл, 

с. 245-246]. 
В это же время в работах Августа Фердинанда Мёбиуса ( 1790-1868) 

учение об аффинных свойствах фигур превратилось в аффинную геомет­

рию, а учение о круговых преобразованиях на плоскости, порождаемых 

инверсиями относительно окружностей, превратилось в конформную гео­

метрию. Одновременно с плоскими геометриями были созданы геомет­

рии трехмерных проективного, аффинного и конформного пространств. 

После появления в книге Грассмана [Gra] многомерного евклидова про­
странства Rn были определены многомерные гиперболическое простран­
ство нп, эллиптическое пространство sп, проективное пространство pn, 
аффинное пространство Р, конформное пространство сп и симплекти­
ческое пространство Sy2n-l. 

В основе определения всех этих многомерных пространств ле­

жит определение п-мерного линейного, или векторного, простран­

ства L n. Пространство L n представляет собой коммутативную группу, 

элементы которой называются векторами, а групповая операция- сло­

жением. В пространстве Ln определена также операция умножения 

векторов на вещественные числа («скаляры»), дистрибутивная отно­

сительно сложения векторов. В пространстве L n имеются n линей­

но независимых векторов, а всякие n + 1 векторов линейно зави­

симы. 



Проектнвные н аффинные nространства 85 

Аффинное пространство Р представляет собой множество эле­

ментов, называемых точками, причем каждые две точки А и В определяют 
вектор а = АВ пространства L n, для всякой точки А и вектора а имеется 

такая точка В, что а= АВ, и для всяких трех точек А, В, С вектор АС 

равен сумме АВ+ ВС. 

Проективное пространство Р11 представляет собой расширение 

пространства Е11 : точки pn находятся во взаимно однозначном соответ­
ствии с прямыми, проходящими через точку пространства En+l. Векторы 
пространства En+l, направленные по этим прямым, называются вектора­
ми, представляющими точки проективного пространства. Картав в своих 

работах по проективной геометрии называл эти векторы «аналитическими 

точками» проективного пространства, в отличие от обычных геометриче­

ских точек. 

Если в пространстве Е11 задан векторный базис, состоящий из п ли­

нейно независимых векторов е; с общим началом О, то всякая точка М 

этого пространства определяет радиус-вектор х =ОМ. Если х = :Lx;e;, 
то числах; называются аффинными координатами точки М. i 

Если в пространстве En+l задан базис, состоящий из векторов е;, 

и если точка М пространства pn представляется вектором х = :L х;е;, то 
i 

числа х;, определенные с точностью до общего венулевого множителя, 

называются проективными координатами точки М. 

Прямые линии пространства Е11 определяются уравнениями 

х=хо + at, (3.1) 

гдеа-направляющий вектор прямой. Аналогично, т-мерные плоскости 

пространства Р определяются уравнениями 

(3.2) 

где а = 1, 2, ... , т, аа суть т линейно независимых векторов. 
Гиперплоскости, т. е. (п - 1 )-мерные плоскости пространства Е11 , 

определяются уравнениями 

L щх; + v = О, i = 1, 2, ... , п. (3.3) 

Прямые линии пространства pn определяются уравнениями 

x=xoto +x,t,, (3.4) 
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т-мерные плоскости пространства pn определяются уравнениями 

Х= Laafa, 
а 

(3.5) 

где а = О, 1, ... , т. Гиперплоскости пространства pn определяются ура в-
нениями 

L и;х; = О, i = О, 1, ... , n. (3.6) 

Коэффициенты и; называются тангенциальными координатами ги­

перплоскости. 

Пространство pn можно рассматривать как пространство Р, допол­
ненное бесконечно удаленной гиперплоскостью, являющейся простран­

ством pn-l. Параллельны е прямые пространства Р имеют общую бес­
конечно удаленную точку. 

Аффинные преобразования пространства Р и коллинеации прост­

ранства pn, т. е. взаимно однозначные преобразования этих пространств, 
переводящие прямые в прямые, имеют соответственно вид 

(3.7) 

где i, j = 1, 2, ... , п, и 

Х; = LA;jXj, (3.8) 
j 

где i, j =О, 1, ... , n. Преобразования (3.7) пространства Р образуют 
квазиредуктивную группу Ли, а преобразования (3.8) пространства pn 
образуют некомпактную простую группу Ли класса An. Преобразования 

и;= LA;jXj, (3.9) 
j 

переводящие точки пространства pn в гиперплоскости, называются кор­
реляциями. Коллинеации (3.8) вместе с корреляциями (3.9) образуют 
группу проективных преобразований пространства pn. 

Тот факт, что точки пространства pn определяются n + 1 проективны­
ми координатами Х;, заданными с точностью до общего иенулевого мно­

жителя, а гиперплоскости этого пространства определяются n + 1 тан­
генциальными координатами, также заданными с точностью до обще­

го иенулевого множителя, причем условие (3.6) взаимной принаДJJеж­
ности точки и гиперплоскости симметрично относительно координат х; 

и и;, лежит в основе принцила двойственности пространства pn. В силу 
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этого принципа всякой теореме геометрии этого пространства соответ­

ствует другая теорема, получаемая из нее взаимной заменой слов «точ­

ка» и «гиперплоскость» и выражений «точка лежит на гиперплоскости» 

и «гиперплоскость проходит через точку». По принципу двойственно­

сти т-мерные плоскости, определяемые т + 1 независимыми точками, 
соответствуют (п - т - 1 )-мерным плоскостям, которые являются пере­
сечениями т + 1 независимой гиперплоскости. 

При аффинных преобразованиях сохраняются простые отношения 

троек точек прямой xz 
V(X, У; Z) = ZY' (3.10) 

а при коллинеациях сохраняются двойные отношения четверок точек 
прямой xz xu 

W(X, У; Z, U) = ZY: uy· (3.11) 

Две точки Х и У и две гиперплоскости ()( и р пространства pn определяют 
двойное отношение 

W(X, У;()(, р) = (L и;у; · L v;x;) j (L и;х; · L v;y;). (3.12) 
i i i i 

Если прямая ХУ пересекается с гиперплоскостями ()( и р в точках Z 
и U, то W(X, У; Z, U) = W(X, У; ()(, р). 

Евклидовы пространства 

Если в аффинном пространстве En определено скалярное произведе-
ние векторов 

(3.13) 

где aii = йj;, и если квадратичная форма (х, х) положительно определен­
ная, то пространство En становится евклидовьtм пространством Rn, 
в котором расстояние ХУ между точками с радиус-векторами х и у равно 

ХУ = ..j(y- х, у-х). (3.14) 

Движения пространства Rn являются преобразованиями (3.7), сохраня­
ющими скалярные произведения векторов (3.13). В случае, когда a;i = 8ii, 
матрицы (A;j) являются ортогональными матрицами. 

Все гиперсферьt 

(х - хо, х - хо) = ? (3.15) 

пространства Rn пересекаются с бесконечно удаленной гиперплоскостью 
этого пространства по одной и той же мнимой квадрике. 
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В том случае, когда квадратичная форма (х, х) является знакане­

определенной и приводится к алгебраической сумме k отрицательных 
квадратов и п - k положительных квадратов, пространство Е" стано­
вится псевдоевклидовым пространством R~ индекса k. Расстояния 
между точками Х и У этого пространства определяются по той же фор­

муле (3.14), что и в пространстве R", однако в пространстве R'k рассто­
яния ХУ могут быть чисто мнимыми или равными нулю. 

Движения пространства R'k являются преобразованиями (3.7), со­
храняющими скалярные произведения векторов (3.13). В том случае, ко­
гда a;i = e;'O;i, где е;= ±1, матрицы (A;j) являются псевдоортогональными 
матрицами индекса k. Группы движений пространств R", R~ являются 
квазипростыми группами Ли. 

Все гиперсферы пространства R'k пересекаются с бесконечно уда­
ленной гиперплоскостью этого пространства по вещественной квадрике. 

Радиусы r гиперсфер пространства R'k могут быть вещественными, чисто 
мнимыми и равными нулю. В пространстве R'k гиперсферы нулевого ради­
уса являются гиперконусами, а гиперсферы иенулевого радиуса являются 

гиперболоидами. 

Эллиnтическое и гиnерболическое nространства 

Эллиптическое пространство 5" nредставляет собой проективное 
пространство Р", в котором задана мнимая гиnерквадрика 

(х, х) = L L a;ix;xi = О, i, j = О, 1, ... , п, (3.16) 

где квадратичная форма (х, х) положительно определенная. Мнимая ги­

перквадрика (3.16) называется абсолютом пространства 5". 
Если Хо - точка пространства pn, представленная вектором х0 , то 

гиnерплоскость (х0 , х) =О называется полярной гиперплоскостью точ­

ки Хо относительно гиперквадрики (3.16), а точка Хо называется полю­
сом этой гиnерnлоскости. Корреляция (3.9), где A;i = aij = ai;, переводит 
всякую точку пространства pn в ее полярную гиперплоскость относи­

тельно гиперквадрики (3.16), а всякую гиперплоскость - в ее nолюс. 

Эта корреляция называется полярным преобразованием относительно 

гиперквадрики. 

Расстояние d между точками Х и У пространства 5" определяется 
двойным отношением W(X, У; ot, р) точек Х и У и их полярных гипер­

nлоскостей ot и р относительно абсолюта этого пространства по формуле 

cos2 
( ~) = W(X, У; ot, р). (3.17) 
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Число r называется радиусом кривизны пространства sп, а число l/r2 

называется кривизной этого пространства. Пространство sп изометрич­
но гиперсфере радиуса r пространства Rn+I с отождествленными диамет­
рально противоположными точками. 

Движения пространства sп являются коллинеациями, переводящими 

в себя абсолют этого пространства. В том случае, когда a;i = o;i, матри­
цы (A;j) являются ортогональными матрицами. 

Овальная гиперквадрика (3.16), т. е. rиперквадрика индекса 1, делит 
пространство pn на две области. Область, в которой (х, х) < О, представ­
ляет собой гиперболическое пространство нп. Гиперквадрика, огра­

ничивающая эту область, называется абсолютом пространства нп. 

Расстояние d между точками Х и У пространства нп оnределяется 
двойным отношением W(X, У; сх, ~) точек Х и У и их полярных гипер­

nлоскостей сх и ~ относительно абсолюта этого nространства по формуле 

ch2 (~) = W(X, У; а, {3). (3.18) 

Число qi называется радиусом кривизны nространства нп, а чис­
ло -1/q2 называется кривизной этого nространства. 

Гиnерквадрика (3.16) индекса k делит пространство pn на две области: 
внешнюю, где (х, х) > О, называемую псевдоэмиптическим простран­
ством S'k, и внутреннюю, где (х, х) <О, называемую псевдогиперболи­
ческим пространством H'k_ 1• 

Сама гиперквадрика (3.16), разделяющая эти области, называется 
абсолютом пространств 5'k и H'k_ 1• Расстояния в пространствах S'k 
и H'k_ 1 определяются соответственно формулами (3.17) и (3.18). Числа r 
и qi называются радиусами кривизны этих пространств, а числа 1/г2 
и -l/q2 называются их кривизнами. 

Пространство 5'k радиуса кривизны r изометрично гиперсфере ра­
диуса r пространства R~+I с отождествленными диаметрально проти­
воположными точками. Пространства нп и Нfг радиуса кривизны qi 
изометричны гиперсферам радиуса qi nространств R7+ 1 и R~t~ с отож­
дествленными диаметрально противоположными точками. Движения про­

странств нп, S'k и H'k являются коллинеациями этих пространств, перево­
дящими в себя их абсолюты. В случае, когда a;i = e;CJ;j, матрицы (A;j) этих 
движений являются псевдоортогональными матрицами соответственно 

индексов l, k и k + 1. 
Группы движений эллиптических пространств s2п и s2п-t являются 

компактными простыми группами Ли классов Bn и Dn, группы движений 
простраНСТВ H2n И H2n-l, 5~п И Skn-l, H~n И H~n-I ЯВЛЯЮТСЯ НеКОМПаКТ­
НЫМИ простыми группами Ли тех же классов. 
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Если в качестве абсолютов пространств 5" и нп взяты гиперсфе­

ры мнимого и вещественного радиусов пространства R", мы получим 
интерпретации пространств 5n и Н" в пространстве Rn. Последняя из 
этих интерпретаций называется «Интерпретацией в гипершаре», при п = 2 
эта интерпретация совпадает с интерпретацией Бельтрами плоско­

сти Н2 в круге плоскости R2 . Аналогично определяются интерпретации 
пространств 5'k и H'k в пространстве R'k. 

Интерпретации пространств 5п и Н" в пространстве Р" были пред­

ложены Ф. Клейном. Геометрия пространств R'k стала изучаться после 

открытия специальной теории относительности А. Эйнштейна, в которой 

физическое пространство-время представляет собой пространство Rt. 
Обозначения R'k. 5'k и H'k были введены Дж. Вольфом в книге [Вол]. 

Конформные пространства 

Если при интерпретации пространства Н"+ 1 в гипершаре простран­
ства Rn+l произвести стереографическую проекцию гиперсферы из ее 
полюса 5 на экваториальную гиперплоскость, мы получим отображение 
гиперсферы пространства R"+ 1 на пространство Rn. Это отображение 
станет взаимно однозначным, если мы дополним пространство Rп од­

ной бесконечно удаленной точкой, соответствующей точке 5. Простран­
ство R", дополненное таким образом, называется конформным про­
странством сп. 

Конформными преобразованиями пространства сп называются его 

преобразования, определяемые движениями пространства нп+t. При этих 
преобразованиях гиперсферы пространства сп переходят в гиперсферы 

и сохраняются углы между кривыми. 

Аналогичная стереографическая проекция гиперсферы мнимого ра­

диуса в пространстве R7+ 1 на экваториальную гиперплоскость, являю­
щуюся пространством Rп, определяет конформную интерпретацию про­

странства нп в гипершаре пространства сп. Эта интерпретация при п = 2 
совпадает с интерпретацией Пуанкаре [Пуа 1] плоскости Н2 в круге или 
на полуплоскости плоскости R2. 

Стереографическая проекция гиперсферы пространства R~+l из ее 
полюса 5 на экваториальную гиперплоскость определяет псевдокон­

формное пространство C'k, получаемое из пространства R'k его допол­
нением бесконечно удаленной точкой, соответствующей точке 5, и иде­
альными точками, соответствующими точкам пересечения гиперсферы 

с гиперплоскостью, касательной к ней в точке 5. Конформными пре­
образованиями этого пространства называются его преобразования, 

определяемые движениями пространства н~+l. 



Симплектичсские пространства 91 

Группы конформных преобразований пространств С" и C'k изоморф­
ны группам движений пространств нn+l и н~+l' т. е. при п =2m - 1 
являются некомпактными простыми группами Ли класса Вт, а при п = 
=2m - 2- некомпактными простыми или полупростыми группами Ли 

класса Dm. 
Пуанкаре в работе [Пуа2] предложил интерпретацию плоскости Н2 

на двуполостном гиперболоиде, равносильную интерпретации этой nлос­

кости на сфере мнимого радиуса пространства R{. Проектируя эту сферу 
из ее центра на nлоскость, касательную к ней, мы получим интерпретацию 

Бельтрами плоскости Н2 в круге евклидавой плоскости (рис. 3.1 ). Проек­
тируя эту сферу из ее полюса на экваториальную плоскость, мы получим 

интерпретацию Пуанкаре плоскости Н2 в круге евклидавой плоск()сти 
(рис. 3.2). 

Рис. 3.1 

' ' ' 

~~ 
L--) 

Рис. 3.2 

Пространства R", Р", 5", Н" и сп рассматривались Клейном в его 
«Эрлангенской программе» [Кле2]. 

Симnлектические nространства 

Симплектическ.ое пространство Sy2"- 1, которое в XIX в. назы­
вали «пространством линейного комплекса», представляет собой проек­

тивное пространство Р2"- 1 , в котором задан линейный комплекс пря­
мых, т. е. семейство прямых, определяемое в плюккеровых координа­

тах прямых ХУ 

(3.19) 
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одним линейным уравнением 

2: 2: aiiPii =О, (3.20) 

где aii=-aii· Корреляция (3.9), где Ai=aii=-Щi. называется нуль-систе­
мой. В том случае, когда пространство Sy2n-I определяется линейным 
комплексом (3.20), он называется абсолютным линейным комплексом 
этого пространства, а нуль-система, определяемая этим линейным ком­

плексом, называется абсолютной нуль-системой пространства Sy2n-I. 

Симплектическими преобразованиями пространства Sy2n-I назы­
ваются коллинеации этого пространства, переводящие в себя его аб­

солютный линейный комплекс. Группа симплектических преобразований 

пространства Sy2n-I является некомпактной простой группой Ли клас­
са Сп. 

Если s = ХУ и t = Z И-две прямые пространства Sy2n-I, а а и 6-
(2п- 3)-мерные плоскости, соответствующие этим прямым в абсолютной 

нуль-системе, и трехмерная плоскость, определяемая прямыми s и t, 
высекает из этих (2п - 3)-мерных плоскостей прямые s' и t', то все 
прямые, пересекающиеся с прямыми s, t, s', t', высекают из них четверки 
точек с одним и тем же двойным отношением, которое мы будем обозна­

чать W(s, t; а, 6). Это двойное отношение является симплектическим 
инвариантом двух прямых пространства Sy2n-I. 

Абсолютная нуль-система пространства Sy2n-I переводит каждую 
точку этого пространства в гипсрплоскость, проходящую через нее. Пря­

мые и т-мерные плоскости пространства Sy2n-I, которые абсолютная 
нуль-система переводит в (2n- 3)-мерные и (2п- т- 2)-мерные плос­
кости, проходящие через эти прямые и т-мерные плоскости, называ­

ются нуль-прямыми и т-мерными нуль-плоскостями. Нуль-прямые 

пространства Sy2n-I составляют абсолютный линейный комплекс этого 
пространства. 

Проективные метрики 

Пространство Rn, дополненное бесконечно удаленной гиперплоско­
стью с мнимой квадрикой, соответствует по принципу двойственности 

пространства pn коевк.лидову простране тв у (Rn)*, точки которого 

изображают гиперплоскости пространства Rn. При этом расстояния меж­
ду точками равны углам между гиперплоскостями, а в случае параллель­

ных гиперплоскостей- расстояниям между ними. Пространство (Rn)* 
представляет собой пространство pn, в котором задан мнимый гиперконус 
второго порядка с точечной вершиной. 
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Пространство Rn, дополненное бесконечно удаленной гилерплоско­
стью, и пространство (Rn)* являются частными случаями квазuэллuп­
тuческого пространства sт.п, т. е. пространства pn, в котором заданы 
мнимый гилерконус второго порядка с (n - т - 1 )-мерной вершиной 
и мнимая квадрика на этой вершине. Если Х и У - две точки этого 

пространства, представленные векторами х и у, а уравнение мнимого 

гиперконуса имеет вид (3.16), то расстояние d между точками Х и У 
определяется формулой (3.17), где а. и ~ - полярные гилерплоскости 

точек Х и У относительно мнимого гиперконуса. В том случае, когда 

прямая ХУ лересекается с вершиной мнимого гилерконуса, расстояние d 
обращается в нуль, но между точками Х и У определено второе расстоя­

ние d' в (n- т)-мерном евклидсвом пространстве, определяемом этими 
точками и вершиной мнимого гиперконуса. 

Мнимый гиперконус и мнимая квадрика на его вершине составляют 

абсолют пространства sт,n. в случае пространства Rn абсолют СОСТОИТ 
из дважды взятой бесконечно удаленной гилерплоскости этого простран­

ства и мнимой квадрики на ней. В случае пространства (Rn)* абсолют 
состоит из мнимого гиперконуса с точечной вершиной и из дважды взятой 

точки, совладающей с этой вершиной. 

Будем называть пространство pn с выделенной (n - т - !)-мер­

ной плоскостью квазиаффuнньtм пространством Em,n. Коллинеации 
пространства Em,n, переводящие в себя выделенную (n - т - 1 )-мер­
ную плоскость, называются квазuаффuнными преобразованиями это­

го пространства. В том случае, когда уравнения (п- т- !)-мерной плос­

кости имеют вид Ха = О, где а = О, 1, ... , т, квазиаффинные лреобразо­
вания имеют вид 

'xu = L СuьХь + L BuvXv, (3.21) 
ь v 

где а, Ь = О, 1, ... , т; и, v = т + 1, ... , n. 
Преобразования (3.21) образуют квазиредуктивную группу с умно­

жением (2.71). 
Если уравнения гилерконуса и квадрики абсолюта пространства sт.п 

имеют вид 2:(ха)2 =О и 2:(xu)2 =О, то движения этого пространства, 
а и 

т. е. коллинеации, сохраняющие расстояния d и d', имеют вид (3.21), 
где матрицы (Ааь) и (Buv) -ортогональные матрицы. В этом случае, 
если координаты х точек пространства sт.п нормированы услови­

ем 2:(ха)2 = 1, то расстояние d между точками Х и У определяется 
а 

соотношением cos(d/ r) = 2: Ха Уа, а в случае, когда прямая ХУ пересекает 
а 
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(п - т - 1 )-мерную плоскость х; =О, расстояние d' между точками Х и У 

равно J~(Уи- Хи) 2 . 

Квазиэллиптическое пространство 5 1•3 было определено Вильгель­
мом Бляшке (1885-1962) в работе [Bla 1] как пространство, метрика 
которого совпадает с инвариантной метрикой группы движений плоско­

сти R2. 

Если мы заменим эллиптическое пространство на вершине абсолют­

ного гиперконуса пространства sm,n квазиэллиптическим пространством, 

мы получим биквазиэллиптическое пространство. Если мы произве­

дем эту операцию r- 1 раз, мы получим r-квазиэллиптическое про­
странство. 

Если в определении квазиэллиптического и r-квазиэллиптических 

пространств мы заменим некоторые из мнимых конусов и квадрик аб­

солютов этих пространств вещественными, мы получим квазипсевдоэл­

липтические и r-квазипсевдоэллиптические пространства. 

Группы движений квазиэллиптического и квазипсевдоэллиптических 

пространств являются квазипростыми группами Ли. Группы движений 

r-квазиэллиптических и r-квазипсевдоэллиптических пространств явля­

ются r-квазипростыми группами Ли. 

Метрики всех этих пространств называются проективными метри­

ками. Полная классификация этих метрик была произведена Дунканом 

Макларенам Янгом Соммервиллем (1879-1934) в работе [Som]. 
Частными случаями биквазиэллиптических пространств являются 

изотропное пространство 1n и галилеево пространство гп, полу­
чаемые из пространства Rn заменой геометрии пространства sп-l на его 
бесконечно удаленной гиперплоскости геометрией пространств (Rn- 1)* 
и Rn-l. Название изотропного пространства объясняется тем, что гео­
метрия этого пространства имеет место на «изотропных гиперплоско­

стях» пространства Rn+l, т. е. на таких его гиперплоскостях, которые 
не являются ни пространства ми Rn, ни пространствами RJ. Геометрией 
пространства /4 обладает пространство-время классической механики 
Галилея-Ньютона. В связи с этим пространство /4 рассматривалось 
Картанам в работе [66]. Название галилеева пространства объясняется 
тем, что геометрию пространства-времени классической механики часто 

ошибочно считали геометрией пространства Г4 . 
п-квазиэллиптическое пространство, т. е. п-мерное пространство 

с проективной метрикой, абсолют которого представляет собой полный 

«флаг», состоящий из вложенных друг в друга плоскостей всех размерно­

стей от гиперплоскости до точки, называется «флаговым пространством» 



Комплексные nространства 95 

и обозначается F". Группой движений этого пространства является группа 
треугольных матриц, представляющая собой подгруппу Бореля группы 

коллинеаций пространства Р". 

Плоскость Р совпадает с плоскостями Г2 и F2 . Геометрия этой плос­
кости является естественной геометрией плоскости дуального переменно­

го, подобно тому, как геометрии плоскостей R2 и R~ являются естествен­
ными геометриями плоскостей комплексного и двойного переменного. 

Картан в работе [147а] рассмотрел дифференциальную геометрию 

плоскости Р. Дифференциальная геометрия пространства 13 изучалась 
Карлом Штрубеккером (1904-1991) в работе [Str]. 

Геометрии вещественных пространств с проективными метриками по­

священа книга [РоЗ]. 

Комnлексные nространства 

В XIX веке наряду с вещественными пространствами рассматрива­
лись также комплексные пространства. 

Заменяя в определении пространства L" вещественные числа ком­
плексными, мы определим комплексное линейное пространство CL n. 

Заменяя в определении пространств Е" и Р" пространство L n простран­

ством CL n, мы получим определения комплексных аффинного и проек­

тивного пространств СЕ" и СР". 

Прямые линии, т-мерные плоскости и гиперплоскости пространств 

СЕ" и СР" определяются теми же уравнениями (3.1)-(3.3) и (3.4)-(3.6), 
что и в пространствах Е" и pn. 

Аффинные преобразования пространства СЕ" имеют вид (3. 7) и 

где i, j = 1, 2, ... , п. 

'xi = LAiiii + ai, 
j 

Коллинеации пространства СР" имеют вид (3.8) и 

(3.22) 

(3.23) 

где i, j =О, 1, ... , n. Корреляции пространства срп имеют ВИД (3.9) и 

ui = L:xiAii. 
j 

(3.24) 

Во всех этих уравнениях коэффициенты являются комплексными чис-

лами. 
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Преобразования (3.7) и (3.22) пространства СР образуют квазире­
дуктивную группу Ли, а преобразования (3.8) и (3.23) пространства е,рп 
образуют комплексную простую группу Ли класса An. 

При преобразованиях (3. 7) сохраняются простые отношения (3.1 О) 
троек точек, а при преобразованиях (3.22) эти отношения заменяют­

ся сопряженными комплексными числами. При преобразованиях (3.8) 
сохраняются двойные отношения (3.11) четверок точек, а при преобра­
зованиях (3.23) эти отношения заменяются сопряженными комплексны­
ми числами. При преобразованиях (3.9) сохраняются двойные отноше­
ния (3.12) пар точек и пар гиперплоскостей, а при преобразованиях (3.24) 
эти отношения заменяются сопряженными комплексными числами. 

Заменяя в определении пространства Rn вещественные координаты 
точек комплексными, мы определим комплексное квадратичное евклидо­

во пространство CRn. Так как в пространстве CL n квадратичную фор­
му (3.13) всегда можно привести к сумме п квадратов, пространства CR'k 
совпадают с пространством CRn. 

Если в пространстве СР определено эрмитово скалярное произве­

дение векторов 

(3.25) 

где aii = ai;, вследствие чего (х, у)= (у, х), и если эрмитова форма (х, х), 
принимающая вещественные значения, положительно определенная, то 

пространство CEn становится комплексным эрмитовым евклидовым 
пространством cR.n, в котором расстояние ХУ между точками с радиус­
векторами х и у равно вещественному числу: 

ХУ = J(y- х)(у- х). 

Пространство сR.п изометрично пространству R2п. 
В том случае, когда эрмитова форма (х, х) является знаканеопреде­

ленной и приводится к алгебраической сумме k отрицательных произве­
дений x;i; и п- k положительных произведений x;i;, пространство СР 
становится комплексным эрмитовым псевдоевклидовым простран­

ством CR'k индекса k. 
Расстояние между точками Х и У этого пространства определяется 

так же, как и для пространства сR.п, причем расстояния ХУ могут быть 
вещественными, чисто мнимыми или равными нулю. Пространство CR'k 
изометрично пространству R~'k· 

Движениями пространств CRn, cR.n и CR'k называются аффинные 
преобразования (3. 7) и (3.22) этих пространств, сохраняющие рассто-
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яния между их точками. В случае движений пространства CRn, ко­

гда a;i = o;i, матрицы (A;i) являются комплексными ортогональными 
матрицами. В случае движений пространства CRn, когда a;i = o;i, мат­
рицы (A;i) являются комплексными унитарными матрицами. В случае 

движений пространства CR'~, когда a;i = e;o;i, где е;= ±1, матрицы (A;j) 
являются комплексными псевдоунитарными матрицами индекса k. 

Группы движений пространста CRn, CRn и CR'k являются комплекс­
ными квазипростыми группами Ли. 

Заменяя в определении пространста sп вещественные координаты 

комплексными, мы получим комплексное квадратичное эллиптиче­

ское пространство сsп. Так как в пространстве CLn квадратичную 

форму всегда можно привести к сумме п квадратов, пространства csk 
совпадают с пространством сsп, а пространства снп и CH'k не опреде­
ляются. 

Если в пространстве срп задана мнимая эрмитова гиперквадрика 

(3.26) 

где эрмитова форма (х, х), принимающая вещественные значения, поло­

жительно определенная, то пространство срп становится комплексным 

эрмитовым эллиптическим пространством сsп. Мнимая эрмитова 

гиперквадрика (3.26) называется абсолютом этого пространства. 
Уравнение (хо, х) =О, получаемое поляризацией уравнения (3.26), 

определяет полярную гиперплоскость точки Хо относительно эрмитовой 

гиперквадрики. Полярное преобразование относительно этой гиперквад­

рики, переводящее всякую точку Хо в ее полярную гиперплоскость, имеет 

вид (3.24), где A;i = a;i = liii· 
Расстояние d между точками Х и У пространства сsп определяется 

двойным отношением W(X, У; cr, ~) точек Х и У и их полярных гипер­
плоскостей cr и ~ относительно абсолюта этого пространства по форму­
ле (3.17). 

Число r называется радиусом кривизны пространства сsп, а чис­
ло 1/? называется кривизной этого пространства. Пространство сsп 
является римановым пространством V2n. Прямые линии этого простран­
ства изометричны сферам радиуса r/2 пространства R3. Двумерные на­
правления в пространстве сsп, соответствующие его прямым линиям, 

называются голаморфными двумерными направлениями, а риманова 
кривизна в этих направлениях равна 4/?. Пространство v2n, изомет­
ричное пространству сsп, называется пространством постоянной 
голоморфной кривизны. 
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В случае, когда эрмитова гиперквадрика (3.26) является веществен­
ной, она делит пространство СР" на две области. Если гиперквадрика 

овальная, то та из этих областей, в которой (х, х) <О, называется ком­

плексным эрмитовым гиперболическим пространством CR", а ги­
nерквадрика (3.26) называется абсолютом этого nространства. 

Расстояние d между точками Х и У nространства сRп оnределяется 
двойным отношением W(X, У; cr, ~) точек Х и У и их полярных гипер­
nлоскостей cr и ~ относительно абсолюта этого nространства no форму­
ле (3.18). 

Число qi называется радиусом кривизны nространства cRn, а чис­
ло -1/ q2 называется кривизной этого nространства. Пространство cRn 
является римановым nространством V211 • Прямые линии этого nростран­
ства изометричны сферам радиуса qi/2 nространства Ry. Простран­
ство V211 , изометричное пространству CR", является nространство м nо­
стоянной голоморфной кривизны -4/ q2. 

Области, на которые nространство срп делится эрмитовой гиnер­

квадрикой (3.26) индекса k, называются комплексным эрмитовьtм 

псевдоэллиптическим пространством cs;;, если в этой области 
(х, х) >О, и комплексным эрмитовым псевдогиперболическим про­

странством cR;;_ 1, если в этой области (х, х) < О. Эрмитова гипер­
квадрика (3.26) называется абсолютом nространств cs;; и cR;;_ 1• 

Расстояния d между точками Х и У nространств cs;; и cR;;_ 1 оnре­
деляются соответственно формулами (3.17) и (3.18). Числа r и qi назы­
ваются радиусами кривизны этих nространств, а числа 1/? и -1/ q2 

называются кривизнами этих nространств. 

Пространство CSJ: радиуса кривизны r изометрично nсевдориманову 
пространству V:}J: постоянной голоморфной кривизны 4/?, а nростран­
ство сн;; радиуса кривизны qi изометрично nсевдориманову nростран­
ству V:}J:_ 2 nостоянной голоморфной кривизны -4/q2. 

Движения пространств сsп' сsп' снп' cs;; и сн;; определяются 
как коллинеации этих nространств, переводящие в себя их абсолюты. 

В случае, когда aii = Oij. матрицы (Aij) движений пространств сsп и CS11 

являются соответственно комплексными ортогональными и унитарными 

матрицами с определителями 1. В случае, когда aii = eioij. матрицы (Aij) 
движений nространств сRп, cs;; и cR;; являются комnлексными nсев­
доунитарными матрицами с определителями 1 индексов соответственно 
1, k и k + 1. 

Группы движений nространств CS211 и CS2п-t являются комnлексны­
ми nростыми группами Ли классов Bn и D11 • Груnпа движений простран­

ства сsп является компактной nростой группой Ли класса А 11 , груnnы 
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движений пространств сRп, cs;; и cR;; являются некомпактными про­
стыми группами Ли того же класса. 

Александр Петрович Котельников (1865-1944) в работе [Кот2] 

и Э. Штуди в книге [Stu3] рассматривали сферы пространства CR3 . 

Пространство CS3 было определено Гвидо Г. Фубини (1879-1943) 
в работе [Fu2] и Э. Штуди в работе [Stu4]. 

Пространство срЗ, а также другие трехмерные комплексные про­
странства рассматривались Картанам в книге [ 134]. 

Заменяя в определении пространства Sy2"- 1 вещественные коорди­
наты комплексными, мы получим комплексное си.м.плектическое про­

странство CSy2n-l. Симплектические преобразования этого простран­
ства являются коллинеациями (3.8) и (3.23), переводящими в себя абсо­
лютный линейный комплекс этого пространства. Груnпа симплектических 

преобразований пространства CSy2n-l является комплексной простой 
группой Ли класса Сп. 

Пространства с_рп, в которых заданы гиперквадрики (3.26), где aii = 
= -iiii• называются комплексными эрмитовыми симплектическими про­
странствами CSyn и CSyJ:. Эрмитова форма (3.26) nри a;i = -iiii nрини­
мает чисто мнимые значения, поэтому если умножить коэффициенты a;i 
на i, мы получим уравнение эрмитовой гиперквадрики. Если эта гиnер­
квадрика обладает плоскими образующими максимальной размерности, 

т. е. является гиnерквадрикой индекса п/2 или (п + 1)/2, то опреде­
ленное нами nространство обозначается CSyn. В случае, когда индекс 
гиперквадрики равен п/2 - k или (п + 1 )/2 - k, это пространство обо­
значается CSy'k. Поэтому nространство CSy'k при k = п/2 или (п + 1 )/2 
совпадает с комплексным эрмитовым эллиптическим nространством, 

а пространства CSyn и CSy'k nри других значениях k совпадают с ком­
плексными эрмитовыми nсевдоэллиnтическими пространствами. Точки 

абсолютных гиперквадрик этих пространств можно считать нуль-точками 

пространств csyn и CSy'k, а nрямолинейные и т-мерные nлоские обра­
зующие можно считать нуль-прямыми и т-мерными нуль-плоскостями 

пространств сsуп и CSyJ;. 
В пространстве с_рп можно определить также квадратичные и эрми­

товы квазиэллиптические,квазипсевдоэллиптические,r-квазиэллиптиче­

ские и r-квазипсевдоэллиптические пространства. ]!вижения этих nро­

странств являются, соответственно, квазипростыми и r-квазипростыми 

группами Ли. J!вижения nространств сsт.п имеют вид (3.21 ), где матри­
цы <Ааь) и (Buv)- комплексные ортогональные матрицы, или являются 
произведениями этих движений на движение 'х; = х;, а движения про­
странств сsт.п имеют вид (3.21), где матрицы (Ааь) и (Buv)- комплекс-
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ные унитарные матрицы, или являются произведениями этих движений 

на движение 'х; = х;. 

Двойные и дуальные пространства 

Заменяя в определении линейных пространств L n и CL n веществен­
ные и комплексные числа элементами алгебры А с делителями нуля, мы 

получим модуль над алгеброй А. В случае, если в этом модуле име­

ются n линейно независимых элементов и всякий элемент этого моду­
ля является линейной комбинацией этих n элементов, модуль называет­
ся п-м.ерн.ым. свободным. модулем. и обозначается ALn. Элементы мо­
дуля AL n, как и элементы пространств L n и CL n, называются векто­

рами. 

В случае любой алгебры А с делителями нуля с помощью понятия 

модуля AL n можно определить аффин.н.ое пространство АР и проек­
тивн.ое пространство АРп. В этом случае в пространстве АР имеются 

особен.н.ые векторы, обладающие тем свойством, что произведение та­

кого вектора на некоторый делитель нуля алгебры А является нулевым 

вектором. 

В случае, когда ХУ - особенный вектор, точки Х и У называют­

ся см.ежн.ым.и точками. Через смежные точки проходит более одной 

прямой. Две прямые, проходящие через две смежные точки, называются 

см.ежн.ым.и прям.ым.и. Смежные точки и прямые плоскостей А& и АР2 

были определены Вильгельмом Клингенбергом [Юi}. 
На плоскостях А& кроме пересекающихся, параллельных и смежных 

прямых имеются расходящиеся прямые- такие прямые, что переносом 

одной из них можно превратить их в смежные. На плоскостях АР2 име­
ются только пересекающиеся и смежные прямые. 

Рассмотрим более подробно пространства C'En и C'Pn над алгеб­
рой С' двойных чисел и пространства С0 Р и С0 pn над алгеброй С0 

дуальных чисел. 

Пространства С' En и С' pn допускают интерпретации на парах веще­
ственных пространств Р и pn. Если точка Х пространства С' En или С' pn 
имеет аффинные или проективные координаты Xi = Х;+е+ + Xi_e_, где 

е~ =е_, е:. =е_, е+е- =О, то эта точка изображается точками Х+ 
и х_ вещественных пространств с координатами Xi+ и Х;_, прямая L 
изображается прямыми L+ и L_ этих пространств и т. д. В частности, 

если прямые К и L плоскости С' Е2 смежные, то прямые К+ и L+ совпа­
дают, а прямые К- и L_ пересекаются, или наоборот; а если прямые К 
и L расходятся, то прямые К+ и L+ параллельны, прямые К- и L_ 
пересекаются, или наоборот. 



Двойные и дуальные nространства 101 

В аффинных пространствах С' Р и С0 Р можно определить мет­
рики квадратичных и эрмитовых евклидовых и псевдоевклидовых про­

странств C'R", C'RZ, C'R", C'R'k и C0R", C0RZ, C0R", C0Rz. Простран­
ства С' R'k совпадают с пространством С' R". 

В проективных пространствах С' pn и С0 pn можно определить мет­
рики квадратичных и эрмитовых эллиптических и псевдоэллиптических 

пространств C'S" C'S" C'S" C'S" и C0S" C0S" C0S" C0S" Ilpo-' k' ' k ' k' ' k• 
странства С' S'k совпадают с пространством С' S". 

Группа движений пространства С' S11 является некомпактной простой 
группой Ли класса А 11 • Группы движений пространств С' 5" и С' S'k яв­
ляются полупросты ми группами Ли. Группы движений пространств С' R", 
C'R-" C'R-11 С05" C0S" C0S" C0S" являются квазипростыми группами 

' k' ' k' ' k 
Ли. Группы движений пространств C0R", C0Rz, С0Rп, C0R'k являются 
биквазипростыми группами Ли. 

Б. А. Розенфельд в работе [Ро 1] доказал, что пространство С' S" 
допускает интерпретацию в пространстве pn в виде многообразия пар 

(точка, гиперплоскость) пространства pn, и, если определить в этом 

многообразии расстояние d между двумя парами, состоящими из точ­
ки Х и гиперплоскости е< и из точки У и гиперплоскости ~. по формуле 

cos2 d = W(X, У; е<, ~),то это многообразие будет изометрично простран­
ству С' S" кривизны 1. Группа движений пространства С' S" изоморфна 
группе проективных преобразований пространства pn. 

А. Il. Котельников в работах [Кот!] и [Кот2} и Э. Штуди в кни­
ге [Stu3] рассматривали сферы в пространствах C0R3 и C'R3. 

Во многом подобны пространствам над алгеброй С' двойных чисел 
пространства над алгеброй С2 бико.мплексных чисел. Эта алгебра, явля­
ющаяся тензорным произведением двух полей С, изоморфна тензорному 

произведению СС' и, так как С' = R + R, прямой сумме С+ С. 
в проективном пространстве С2Р" можно определить метрику би­

ко.мплексного эр.митова эллиптического пространства C2S" с аб-
солютом 

(3.27) 

ГДе a;j = Gp, ПрИЧеМ Х --t Х- ПереХОД К СОПрЯЖеННОМУ ЭЛеМенту В ОДНОМ 
из тензорных сомножителей алгебры С2 , х--. i- переход к сопряжен­
ному элементу в другом из этих сомножителей. Если единицы алгеб­

ры С2 - элементы 1, i, l и il и если расстояние d между точками Х и У 
пространства C2S" определено по формуле (3.17), то расстояние d явля­
ется бикомплексным числом вида а + Ьil, которое можно рассматривать 
как двойное число. 
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Назим Тавриверди оглы Аббасов [Абl] доказал, что пространство 
С2 sп допускает интерпретацию на паре пространств сsп, причем если 
точки Х и У пространства C2Sn изображаются точками Х+, У+ иХ_, У_ 
пространств сsп с расстояниями d+ и d_, то расстояние d между точ­
ками Х и У Еавно d+ ( J + il)/2 + d_ (J - il)/2. Группа движений про­
странства С2 sп изоморфна прямому произведению двух групп движений 
пространства сsп. 

Кватернионные пространства 

В работах Картава наряду с вещественными и комплексными про­

странствами рассматриваются кватернионные пространства и преобра­

зования этих пространств. 

Если в определении линейных пространств L n и CL n заменить по­

ля ~ и С телом !Н[ кватернионов, мы получим Кватернионное линейное 
пространство JН[L п. 

Так как тело !Н[ некоммутативно, кватернионные множители ста­

вятся всегда справа от векторов пространства JН[L n. С помощью про­

странства JН[L" определяются кватернионные аффинное простран­
ство JН[р и проективное пространство JН[pn, Прямые линии, т-мер­

ные плоскости и гиперплоскости пространств JН[En и JН[pn определяются, 

как и в аффинных и проективных пространствах дЕп и дрп над любой 

алгеброй д, соответственно уравнениями (3. J )-(3.6). 
Аффинные преобразования пространства АР над любой алгеброй д 

имеют вид 

(3.28) 

при i, j = J, 2, ... , п, где 'х = f(x)- автоморфизм алгебры д. 
Коллинеации пространства дрn над любой алгеброй д имеют вид 

(3.29) 

при i, j =О, 1, ... , п. 
Корреляции пространства дрп имеют вид 

(3.30) 

где 'х = ср(х) - антиавтоморфизм алгебры А, т. е. ср(х +у) = ср(х) + ср(у), 
ср(ху) = ср(у)ср(х). 
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В случае поля JR автоморфизмы и антиавтоморфизмы являются тож­
дественными преобразованиями 'х = х и формулы (3.28), (3.30) принима­
ют вид (3.7), (3.9). 

В случае поля С непрерывные автоморфизмы и антиавтоморфизмы 

являются преобразованиями 'х = х и 'х = х, и формулы (3.28) и (3.30) 
принимаютвид (3.7), (3.9) и (3.22), (3.24). 

В случае тела !Н! все автоморфизмы являются внутренними, т. е. имеют 

вид 'х = рхр- 1 , а все антиавтоморфизмы имеют вид 'х = рхр- 1 • Поэтому 
в пространстве IНIP аффинные преобразования (3.28) имеют вид 

(3.31) 

при i, j = 1, 2, ... , n. 
В пространстве JНipn коллинеации (3.29) имеют вид 

'х; = L B;ixip- 1
, (3.32) 

i 

где i, j =О, 1, ... , п, а корреляции (3.30) имеют вид 

U; = LPXjBij· (3.33) 

Группа аффинных преобразований пространства IНIP является квази­

редуктивной группой Ли. Группа коллинеаций пространства JНipn является 

некомпактной простой группой Ли класса A2n+l· 
Над некоммутативными алгебрами А нельзя определить квадратич­

ное пространство, в случае же, когда алгебра А обладает инволюцией, 

т. е. инволютивным антиавтоморфизмом 'х = х, над этой алгеброй можно 
определить эрмитовы пространства. Так как переход к сопряженному 

кватерниону является инволюцией, над телом !Н! можно определить эр­

митовы пространства. 

Если в пространстве IНIEn определено эрмитово скалярное произве­

дение векторов (3.25), где aii = lij;, вследствие чего (х, у)= (у, х), и ес­
ли эрмитова форма (х, х), принимающая вещественные значения, поло­

жительно определена, то пространство IНIEn становится кватернион­

ным эрмитовым евклидовым пространством IНIRn, в котором рассто­

яние ХУ между точками с радиус-векторами х и у равно вещественному 

числу (3.14). Пространство IНIRn изометрично пространству R4n. 
В том случае, когда эрмитова форма (х, х) является знаканеопре­

деленной и приводится к алгебраической сумме k отрицательных про­
изведений Х;Х; и n - k положительных произведений х;х;, простран-
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ство IНIEn становится кватернионным эрм.итовым. псевдоевклидовым. 
пространство.м. IНIRk индекса k. Расстояние между точками Х и У 
этого пространства равно (3.14), причем расстояние ХУ может быть 

вещественным, чисто мнимым или равным нулю. 

Движениями пространств IНIRn и IНIRk называются аффинные пре­
образования (3.31) этих пространств, сохраняющие расстояния между 

их точками. В случае движений пространства IНIRn, когда aii = Oij. мат­
рицы (Aij) являются кватернионными унитарными матрицами. В случае 
движений пространства IНIRk, когда aii = eioii• где ei = ± 1, матрицы (Aii) 
являются кватернионными псевдоунитарными матрицами индекса k. 

Группы движений пространств IНIRn и IНIRk являются кватернионными 
квазипростыми группами Ли. 

Если в пространстве IНIPn задана мнимая эрмитова гиперквад­

рика (3.26), где эрмитова форма (х, х), принимающая вещественные 

значения, положительно определена, то пространство IНIPn становится 

кватернионным эр.м.итовы.м. эллиптическим. пространство.м. IНISn. 
Мнимая эрмитова гиперквадрика называется абсолютом. этого прост­

ранства. 

Уравнение (х0 , х) = О, получаемое поляризацией уравнения (3.26), 
определяет полярную гиперплоскость точки Хо относительно эрмитовой 

гиперквадрики. Полярное преобразование относительно этой гиперквад­

рики, переводящее всякую точку Хо в ее полярную гиперплоскость, имеет 

вид (3.33), где Bii = aii = iiii· 
Расстояние d между точками Х и У пространства IНIP определяется 

двойным отношением W(X, У; а, ~) точек Х и У и их полярных гипер­

плоскостей а и ~ относительно абсолюта этого пространства по форму­

ле (3.17). 
Число г называется радиусом. кривизны пространства IН!Sn, а чис­

ло 1/r называется кривизной этого пространства. Пространство IНIHn 
является римановым пространство м v4n. Прямые линии этого простран­
ства изометричны гиперсферам радиуса r/2 пространства R5. Римано­
ва кривизна в двумерных направлениях этих прямых линий равна 4/ г2, 
поэтому пространство V4n, изометричное пространству IНISn, является 
пространством постоянной голоморфной кривизны. 

В случае, когда эрмитова гиперквадрика (3.26) является веще­

ственной, она делит пространство IНIPn на две области. Если гипер­

квадрика овальная, то та из этих областей, в которой (х, х) < О, на­
зьшается кватернионным эрм.итовы.м. гиперболическим. простран­

ство.м. IНIHn, а гиперквадрика (3.26) называется абсолютом. этого прост­
ранства. 
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Расстояние d между точками Х и У пространства iПЙ" определяется 
двойным отношением W(X, У; а, р) точек Х и У и их полярных гипер­

плоскостей а и а относительно абсолюта этого пространства по форму­
ле (3.18). Число qi называется радиусом кривизны пространства iv.Hn, 
а число -1/q2 называется кривизной этого пространства. Простран­
ство JНf.H" является римановым пространством V4n. Прямые линии этого 
пространства изометричны гиперсферам радиуса qi/2 пространства Rf. 
Пространство V4п, изометричное пространству тнrНп, называется про­
странством постоянной голоморфной кривизны -4/q2

• 

Области, на которые пространство iv.Pn делится эрмитовой ги­

перквадрикой (3.26) индекса k, называются кватернионны.1ч эрмито­
вым псевдоэллиптическим пространством iv.S;;, если в этой обла­
сти (х, х) > О, и кватернионным эрмитовым псевдогиперболическим 
пространством IНIH;;_ 1 , если в этой области (х, х) <О. ~рмито~.а ги­
перквадрика (3.26) называется абсолютом пространств IНISZ и IНIH;;_ 1 • 

Расстояния d между точками Х и У пространств IНIS;; и тнrН;;_ 1 опре­
деляются соответственно формулами (3.17) и (3.18). Числа r и qi назы­
ваются радиусами кривизны этих пространств, а числа 1/r2 и -1/q2 

называются кривизнами этих пространств. 

Пространство IНISJ: радиуса кривизны r изометрично псевдориманову 
пространству VtJ: nостоянной голоморфной кривизны 4/ r2 , а простран­
ство IНIHJ: радиуса кривизны qi изометрично псевдориманову простран­
ству VtJ:_4 nостоянной голоморфной кривизны -4/ q2. 

Движения пространств lН!Sn, 1НIН11 , lН!Sf: и IНIH;; оnределяются как 
коллинеации этих пространств, переводящие в себя их абсолюты. В слу­

чае, когда a;i = '&;i, матрицы (B;j) движений пространства lН!Sn являют­
ся кватернионными унитарными матрицами. В случае, когда a;i = e;O;j, 

матрицы (B;j) движений пространств lН!Hn, IНIS;; и IНIH;; являются кватер­
нионными псевдоунитарными матрицами соответственно индексов 1, k 
и k + 1. 

Груnпа движений nространства lН!Sn является компактной простой 
групnой Ли класса Cn+l, групnы движений пространств IНIH", IНI5;; и IНIH;; 
являются некомпактными простыми группами Ли того же класса. 

Картан определил пространство JНf.pn в работе [46], а простран­

ство тнrsп в работе [ 1 07]. 
Пространство JН[pn, в котором задано уравнение (3.26), где a;i = -iii;, 

называется кватернионным эрмитовым симплектическим про­

странством JНf.Sy 11 • Точки, координаты которых удовлетворяют урав­
нению (3.26), называются нуль-точками пространства 1Н!Sу11 • Корре­
ляция (3.33), где р = 1 и B;i = aii = -iii;, называется абсолютной 
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нуль-системой пространства JНISyn. Группа симплектических преобра­
зований пространства JН!Syn является некомпактной простой группой Jlи 
класса Dn+l· Геометрия пространства JН!Syn изучалась Jl. В. Румянце­
вой [Pyl ]. 

В пространстве JН[pn можно определить также эрмитовы квазиэллип­

тические, квазипсевдоэллиптические, r-квазиэллиптические и r-квази­

псевдоэллиптические пространства. Движения этих пространств являют­

ся соответственно квазипростыми и r-квазипростыми группами Jlи. 

Заменяя в определении пространств JНIL n, JНIP и JН[pn тело JНI алгеб­
рами JНI' и JНI0 , мы получим антикватернионные модуль JНI' L n, простран­
ства JНI' Р, JНI' pn и полукватернионные модуль JНI0 L n, пространства JНI0 Р 
И JН[О pn. 

В аффинных пространствах JНI' Р и JНI0 Р можно определить метри­
ку эрмитовых евклидовых и псевдоевклидовых пространств JНI' R_п, JНI' R% 
и JНI0 R_п, JНI0 R.k. Пространства JНI' Rk совпадают с пространством JНI' R_п. 

В проективных пространствах JНI' pn и JНI0 pn можно определить метри­
ку пространств JНI'Sn, JНI'Sk и JНI0Sn, JНI0Sk. Пространства JНI'Sk совпадают 
с пространством JНI' sп. 

Группы движений пространств JНI'Sn и JНI'S% являются простыми груп­
пами Jlи класса Cn+l· Группы движений пространств JНI'Rn, JНI'Rk, JНI0 R.n, 
JНI0Rk являются квазипростыми группами Jlи. Группы движений про­
странств JНI0 R_п и JНI0 R_п являются биквазипростыми группами Jlи. 

Б. А. Розенфельд в книге [Ро2] доказал, что пространство JНI' pn до­
пускает интерпретацию в виде многообразия прямых пространства pZn+l, 
причем прямые пространства JНI' pn изображаются трехмерными плос­
костями пространства P2n+l, а смежные точки пространства JНI' pn 
изображаются пересекающимися прямыми пространства P2n+l. В слу­
чае, когда в пространстве JНI' pn задана метрика пространства JНI' sп, 
в пространстве P2n+l определяется геометрия пространства Sy2n+l. 
При этом расстояние d между точками Х и У пространства JНI'Sn 
кривизны 1 связано с симплектическим инвариантом W(s, t; а, •) 
двух прямых s и t пространства Sy2n+l, изображающих точки Х 
и У, соотношением cos2 d = W(s, t; а, "t). Группа движений простран­
ства JНI' sп изоморфна группе симплектических преобразований простран­
ства Sy2n+ 1 • 

Во многом подобны пространствам над алгеброй JНI' пространства 
над тензорным произведением CJНI, изоморфным алгебре С2 комплексных 
матриц второго порядка. 

Пространство CJН!Pn допускает интерпретацию в виде многообразия 

прямых пространства cp2n+ 1• 
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В пространстве CIНlPn можно определить метрику эрмитова эллип­

тического пространства C!НlSn с абсолютом (3.27), где a;i = aii· Если 
единицы алгебры С!Нl- элементы 1, i, j, k, !, il, jl и kl и если расстояние d 
между точками Х и У пространства C!НlSn определено по формуле (3.17), 
то оно является бикомплексным числом вида а + Ьil. 

Н. Т. Аббасов [Аб2] доказал, что пространство C!НlS" допускает интер­
претацию в виде многообразия ПJ2,ЯМЫХ пространства CS2n+ 1, причем если 
точки Х и У пространства C!НlSn изображаются прямыми пространст­

ва c52rt+ 1 со стационарными расстояниями do и d1, то расстояние d меж­
ду точками Х и У пространства CJНlSrl равно do + d 1 il. Группа движений 
пространства CJНlSrl изоморфна группе движений пространства cs2n+ 1. 

Аналогично определяются пространства над тензорным nроизведени­

ем !Нl2 , изоморфным алгебре IR.4 вещественных матриц четвертого порядка. 
Пространство JН[Zpn доnускает интерпретацию в виде многообразия 

трехмерных плоскостей пространства p4n+ 1. 

В пространстве !Нl2 pn можно ввести метрику эрмитова эллиптического 
nространства с абсолютом (3.27), где a;i = aii· Если единицы тензорных 
сомножителей алгебры- элементы 1, i,[, k и 1, /, J, К и если расстояние d 
между точками Х и У пространства !Нl2 Sn определено по формуле (3.17), 
то оно имеет вид ао + a1if + azjJ + азkК. 

Л. В. Румянцева [Ру2] доказала, что nространство !Нl2 sп допускает 
интерпретацию в виде многообразия трехмерных nлоскостей nростран­

ства S4n+З, причем если точки х и у пространства !Нl2 sп изображаются 
трехмерными плоскостями со стационарными расстояниями do, d1, dz, dз, 
то расстояние d между точками Х и У nространства !Нl2 sп равно do + d 1 if + 
+ dzjJ + dзkК. Группа движений пространства 1Нl2 sп изоморфна группе 
движений пространства 54"+3• 

Октонионные плоскости 

Картаи отмечал, что компактная особая простая группа Ли клас­

са G2 является групnой автоморфизмов тела О октонионов. Связь тела О 

с другими особыми простыми группами Ли была установлена только 

в 50-х годах ХХ века. В 1950 г. А. Борель [Вог] nостроил топологи­
ческими методами· октанионные проективную плоскость ОР2 и эр­
митову эллиптическую плоскость 052 , а в 1951 г. Ганс Фрейден­
таль ( 1905-1990) определил те же плоскости с помощью алгебраических 
методов. Борель и Фрейденталь доказали, что группа движений плос­

кости 052 является компактной особой простой группой Ли класса F4 , 

а группа коллинеаций плоскости ОР2 является некомпактной особой про­
стой группой Ли класса Е5. 
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Давид Гильберт (1862-1943) в «Основаниях геометрии» [Гил] пока­
зал, что над неассоциативной числовой системой может быть построена 

только проективная плоскость и нельзя построить проективное про­

странство размерности n > 2. Это объясняется тем, что на проектив­
ной плоскости АР2 над неассоциативной алгеброй А не выполняется 
теорема Дезарга, а в проективных пространствах размерности n > 2 
эта теорема является следствием аксиом сочетания проективной гео­

метрии. 

Так как тело неассоциативно, то проективные координаты Xi точки 

нельзя представить в виде (xip)q = xi(pq). Поэтому Фрейденталь зада­
вал точки плоскости ОР2 октанионными матрицами Xij третьего порядка, 
удовлетворяющими условиям 

Xij = Xji. 

XijXjk = XjjXik· 

(3.34) 

(3.35) 

Из условия (3.34) следует, что элементы xu этих матриц- веществен­

ные числа. Поэтому условие (3.35) показывает, что элементы Xij. Xjk и Xik 

принадлежат к одному ассоциативному подтелу тела О. 

Отсюда следует, что элементы матриц (Xij) можно выразить через три 

октаниона хо, х, и х2, принадлежащие к одному ассоциативному подтелу, 

по формуле Xii = Xiii. 

Автоморфизм 'х = f(x) переводит октанионы хо, х,, х2 в октанио­

ны f(xo), f(x, ), f(x2), также принадлежащие к одному ассоциативному 
подтелу. Преобразование (3.29) переводит октанионы Хо, х,, х2 в три 

октониона, вообще говоря, не принадлежащие к одному ассоциативному 

подтелу. 

Со всяким ассоциативным подтелом альтернативного тела О, изо­
морфным телу !Н!, связан инволютивный автоморфизм 'х = х тела О, ко­
торый можно назвать «отражением от ассоциативного подтела». Если 

единицы 1, i, j, k алгебры О расположены в подтел е, то преобразова­
ние 'х = х состоит в умножении единиц/, р, q, r на -1. 

Со всяким ассоциативным подтелом тела О, изоморфным телу !Н!, 
связано также проектирование на ассоциативное подтело 

/ Х. \ ( v) 
х=х= 2 х+х. (3.36) 

Поэтому, если мы примен им к трем октанионам (3.29) (i = О, 1, 2) 
проектирование на ассоциативное подтело, содержащее октанионы f(xo), 
f(x,), {(х2), то мы получим три октаниона этого подтела 

1
Xi = L aij{(Xj). (3.37) 
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Именно вид (3.37) имеет коллинеаuия nлоскости <OJP2, образующая 
некомnактную особую nростую групnу .Пи класса Е5. Алгебра .Пи этой 

груnnы состоит из октанионных матриц третьего nорядка с нулевым следом 

и алгебры .Пи груnnы G2. Размерность этой груnnы равна 8 · 8 + 14 = 78. 
Эрмитова эллиnтическая nлоскость <OJS2 nредставляет собой nлос­

кость <OJP2, в которой задан абсолют, являющийся эрмитовым коническим 
сечением с nоложительно оnределенной эрмитовой формой (х, х). 

Расстояние d между точками Х и У nлоскости <OJS2 оnределяется 
двойным отношением W(X, У; ct, ~) точек Х и У и их nолярных nрямых сх 

и ~ относительно абсолюта этой nлоскости по формуле (3.17). 
Число r называется радиусом кривизны nлоскости <OJS2, а число ljr2 

называется кривизной этой nлоскости. Плоскость <OJS2 является римано­
вым nространством V16 . Прямые линии этой nлоскости изометричны ги­
nерсферам радиуса r/2 nространства R9 . Риманова кривизна в двумерных 
наnравлениях этих nрямых линий равна 4/ r2, nоэтому nространство V16, 

изометричное nлоскости <OJS2, является nространством nостоянной го­
ло морфной кривизны. Движения nлоскости <OJS2 являются коллинеаuи­
ями (3.37), nереводящими в себя абсолют этой nлоскости. Алгебра .Пи 
груnnы этих движений состоит из косоэрмитовых октанионных матриu 

третьего nорядка с нулевым следом и из алгебры .Пи груnnы G2. Размер­
ность этой груnnы равна 3 · 8 + 2 · 7 + 14 = 52. 

Б. А. Розенфельд в 1954 г. в работе [РоЗ] доказал, что многообра­

зие пар (точка, прямая) плоскости <OJP2, в котором оnределено расстоя­
ние d между двумя nарами, состоящими из точек Х и У и nрямых сх и ~. 
по формуле cos2 d = W(!, У; ct, ~). изометрично эрмит2вой эллипти­
ческой плоскости C'<O>S2 кривизны 1. Плоскость C'<OJ52 nредставляет 
собой nроективную nлоскость C'<OJP2, в которой задан абсолют, явля­
ющийся эрмитовым коническим сечением (3.27). Груnпа движений этой 
nлоскости изоморфна груnпе коллинеаuий nлоскости <OJP2. 

Заменяя в оnределении этой nлоскости nроективную nлоскость C'<OJP2 

nлоскостью C<OJP2 и считая абсолют мнимым, мы nолучим биоктонион­
ную эрмитову эллиптическую плоскость C<O>S2 . Расстояние d между 
точками Х и У оnределяется no формуле (3.17). Это расстояние имеет 
вид d = do + d 1 il. Груnпа движений этой nлоскости- комnактная особая 
nростая групnа .Пи класса Е5. Алгебра .Пи этой груnnы состоит из биокто­
нионных косоэрмитовых матриц третьего nорядка с нулевым следом и ал­

гебры .Пи груnnы G2. Размерность этой груnnы равна 3·16+2·8+ 14=78. 
В 1956 г. Б. А. Розенфельд [Ро4] nредложил аналогичные интерnре­

тации комnактных особых !JPOcTЫJi..Гpynn .Пи классов Е7 и Ев в виде групn 
движений nлоскостей IНЮ52 и 0 252. 
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Абсолютами плоскостей JНI(())S2 и 0 2S2 являются мнимые эрмитовы 
конические сечения (3.27). Расстояния d между точками Х и У этих 

плоскостей определяются по формуле (3.17). Это расстояние на плоско­
сти JНIOS2 имеет вид d = do + d 1 if + d2jl + d3 kK, а на плоскости 0 2S2 -

вид d = do + d1il + d2jl + dзkK + d4lL + dspP + d5qQ + d7rR. 
Алгебра Ли группы движений первой из этих плоскостей состоит из 

косоэрмитовых матриц третьего порядка с элементами из алгебры JНI(()) 

с нулевым следом и из алгебр Ли групп А 1 и О2. Алгебра Ли группы 

движений второй из этих плоскостей состоит из косоэрмитовых матриц 

третьего порядка с элементами из алгебры 0 2 с нулевым следом и из двух 
алгебр Ли группы О2. Размерности этих групп равны 3 · 32 + 2 · 1 О + 
+ 3 + 14 = 133 и 3. 64 + 2. 14 + 2. 14 = 248. 

Заменяя в определении плоскостей 052, CIOS2, JНIOS2 и 0 2S2 мни­
мые абсолюты_~ещест~нными~мы получим эрмитовы гиперболические 
плоскости OJНI2 , СОН2 , JНIOH2 и 0 2 Н2 , группы движений которых яв­
ляются некомпактными особыми простыми группами Ли Fll, EII, EVI 
и EVIII классов F4, Е6, Е7 и Ев. Плоскость OR2 изучалась Титсом [Til]. 

Расстояние d между точками Х и У плоскости OR2 определяется 
двойным отношением W(X, У; сх, ~) точек Х и У и их полярных прямых сх 

и ~ относительно абсолюта этой плоскости по формуле (3.18). Число qi 
называется радиусом кривизны плоскости ОН2 , а число -1/ q2 назы­
вается кривизной этой плоскости. Плоскость ОН2 является римановым 
пространством V16. Прямые линии этой плоскости изометричны гипер­
сферам радиуса qi/2 пространства Ri. Пространство V16, изометричное 
плоскости OR2, является пространством постоянной голоморфной кри­
визньi -4/ q2 . 

Заменяя в определении плоскостей 052, со.$2, JНI(()).$2 и 0 2 52 поле С 
и тела JНI и (()) алгебрами С', JНI' и (())', мь1 получим эрмитовы эллипти­
ческие плоскости (())'52 , С'О52 , С'(())' 52 , JНI'052 , JНI(())' 52 , JНI'(())' 52 , (())'052 

и (())'2 S2, группы движений которых являются некомпактными особыми 
простыми группами Ли Fl, EIV, Ell, El, EVII, EVI, EV, EIX и EVIII тех 
же классов. Группы движений плоскостей (())'52 , С'(())' 52 и 0'252 являются 
расщепленными простыми группами Ли. 

Геометрические интерпретации всех особых простых групп Ли изло­

жены в книге Б. А. Розенфельда [Ro]. 
Г. Фрейденталь в статье [Fгd] доказал, что одна из некомпактных про­

стьiх групп Ли класса Е7 является группой преобразований многообра­

зия плоскостей ОР2 , аналогичного многообразиям нуль-плоскостей про­
странств Sy5 , С5у5 и JНI5y5 . Фрейденталь называл эти многообразия соот­
ветственно вещественными, комплексными, кватернионными и октонион-
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ными симплектами. Будем обозначать симплекты пространств Sy5 , CSy5 

и JНISy5 так же, как сами эти пространства. Так как над телом (]) нель­
зя определить пятимерное проективное пространство, будем применять 

обозначение (])Sy5 только для октанионных симплектов. 
Используя понятие симплекта, Фрейдевталь определил «магический 

квадрат», состоящий из 16 простых или полупростых групп Ли или из 
пространств, группами преобразований которых являются эти группы. 

В первой строке квадрата пространств Фрейдеmаль поместил эллип-

тические плоскости 

(3.38) 

во второй строке- проективные плоскости 

р2, СР2, JНIP2, (J)P2; (3.39) 

в третьей строке- симплектические пространства, или симплекты, 

(3.40) 

в четвертой строке- геометрии, которые Фрейдевталь назвал метасим­

плекти ческими 

Ms, CMs, JНIMs, OMs. (3.41) 

Группами движений плоскостей (3.38) являются компактные простые 
группы Ли классов 

(3.42) 

группами коллинеаций плоскостей (3.39) являются некомпактные про­
стые и полупростые группы Ли классов 

(3.43) 

группами преобразований симплектов являются некомпактные простые 

группы Ли классов 

(3.44) 

группами преобразований метасимплектических геометрий являются 

некомпактные особые простые группы Ли классов 

(3.45) 

Заметим, что квадрат групп симметричен относительно его главной 
диагонали. 

Проективные плоскости (3.39) допускают интерпретации в виде эр­
митовых эллиптических плоскостей 

(3.46) 
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Симплекты (3.40) допускают интерпретации в виде абсолютов эрми­
товых эллиптических плоскостей 

(3.4 7) 

Метасимплектические геометрии (3.41) допускают интерпретации 

в виде абсолютов эрмитовых эллиптических плоскостей 

(3.48) 

Заменяя в формулах (3.46), (3.4 7) и (3.48) алгебры <С', !Н[' и О' по­
лем <С и телами !Н[ и О, мы получим эрмитовы эллиптические плоскости 

с компактными группами движений. 

Применяя к особым простым группам Ли квазикартанов алгоритм, мы 

получим квазипростые группы Ли, в том числе группы движений эрмито­

вых евклидоных плоскостей OR2, <COR2, IНlOR2 и 0 2R2 и группы движе­
ний эрмитовых эллиптических плоскостей 0° S, <СО0 52, JН[0° 5 и 00° 52. 

Конечные геометрии 

Заменяя в определении пространств <CL п, <СР и <СРп поле <С про­
извольным полем JF, мы получим линейное пространство JF L n, аффин­

ное пространство JFEn и проективное пространство JFpn над этим полем. 
В частности, эти пространства можно определить над конечными полями 

Галуа 1Fq. 
Пространство 1FqP содержит конечное число точек, равное qn. Про­

странство JF qPn содержит конечное число точек, равное 

qn+l _ 1 
qn+qn-l+ ... +q+l= 

1 q-

Аффинные преобразования пространства 1FqP имеют вид (3.28), кол­
линеации пространства 1FqPn имеют вид (3.29). Группа преобразова­

ний (3.29) в случае, когда автоморфизм f(x) - тождественное преоб­
разование, является простой конечной группой типа Ли класса An. 

В пространстве FqL2n можно определить геометрию эллиптического 
пространства JF q52n. В пространстве JF qpn-l можно определить геомет­
рии эллиптического пространства 1Fq52n-l, гиперболического простран­
ства JF qH2n-l и симплектического пространства JF qSy2n-l. 

Геометрии эллиптических и гиперболического пространств опреде­

ляются их абсолютами - гиперквадриками (х, х) = О. В пространствах 
1FqL2n+l всякую квадратичную форму можно привести к виду 

(Х, Х) = XoXt + ... + X2n-2X2n-1 + X~n· (3.49) 
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В пространстве F qL Zn всякую квадратичную форму (х, х) можно при­
вести К ОДНОМУ ИЗ дВуХ ВИДОВ 

(х, х) = хох1 + ... + Xzn-2X2n-l (3.50) 

или 

(х, х) = XoXI + ... + X2n-!X2n-3 + Х~п-2 +ах§"_,, (3.51) 

где ot- элемент поля Fq, не являющийся квадратом. 

Гиперквадрики (х, х) =О, у которых формы (х, х) приводятся к ви­

ду (3.50) и (3.51), называются соответственно гиперболической и эллип­
тической гиперквадриками. 

Абсолютом пространства FqS2" является гиперквадрика простран­
ства F qP2n, абсолютом пространства F qS2n-l является эллиптическая 
гиперквадрика пространства F qpZn-l, абсолютом пространства F qH2n-l 

является гиперболическая гиперквадрика пространства F qpZn-l. 

Число точек гиперквадрики пространства Ш'qP2n равно числу точек 
пространства Ш'qP2n-l, т. е. (q2"- 1)/(q- 1). 

Число точек эллиптической гиперквадрики пространства FqP2n+l 

равно (qn+l + 1)(qn- 1)/(q- 1). 
Число точек гиперболической гиперквадрики пространства f'qpZn-l 

равно (qn+l + 1)(qn- 1)/(q- 1). 
В частности, в пространстве Fqp3 число точек эллиптической квадри­

ки равно q2 + 1, число точек гиперболической квадрики равно (q + 1 )2 , на 
плоскости F qP2 число точек конического сечения равно q + 1. Движения 
пространств F qS2n, F qS2n-l и F qH2n-l являются коллинеаuиями (3.29), 
переводящими в себя абсолюты этих пространств. Эти группы в том 

случае, когда автоморфизм f(x) является тождественным преобразова­
нием, представляют собой конечные группы типа Ли. Эти группы не 

простые, но обладают простыми инвариантными подгруппами. В случае 

пространств FqS2n эти группы являются конечными группами типа Ли 
класса Bn, в случае пространств FqH2n-l- конечными группами типа Ли 
класса Dn, в случае пространств Fqszп-l - 2-скрученными конечными 
группами типа Ли класса Dn. 

В пространствах Ш'q52п, Ш'q52n-l и Ш'qHZn-l пары точек обладают мет­
рическими инвариантами, аналогичными расстояниям между точками ве­

щественных эллиптических и гиперболических пространств. 

Абсолюты пространств Ш'qS2n и FqS2n+I можно рассматривать как 
конформные пространства Fqczп-l и Ш'qС2п, абсолют пространства 
F qH2n+l -как псевдоконформное пространство F qC~n. 



114 Глава 3. Проективные nространства и nроективные метрики 

Геометрия симплектического пространства FqSy2n-l определяется аб­
солютным линейным комплексом прямых (3.20) этого пространства. Сим­
плектические преобразования этого пространства являются коллинеаци­

ями (3.29), переводящими в себя абсолютный линейный комплекс. Груп­
пы этих преобразований в том случае, когда автоморфизм f(x) является 
тождественным преобразованием, представляют собой простые конечные 

группы типа Ли класса С11 • 

В пространстве FqP11
, где q = r2, можно определить геометрию эрми­

това эллиптического пространства Fq511
, абсолютом которого явля­

ется эрмитова гиперквадрика (3.26), в уравнении которой i обозна­

чает xr. Движения этого пространства являются коллинеациями (3.29) 
и произведениями этих коллинеаций на преобразование 'х = xr. Эти груп­
пы в том случае, когда автоморфизм f(x) является тождественным пре­
образованием, представляют собой 2-скрученные конечные группы типа 

Ли класса А 11 • 

Образы симметрии 

Одним из важнейших классов геометрических образов однородных 

пространств являются образы симметрии, т. е. такие геометрические об­

разы, которые определяются инволютивными преобразованиями фунда­
ментальных групп этих пространств. В большинстве случаев эти образы 

являются множествами точек, остающихся неподвижными при инволю­

тивных преобразованиях, в некоторых случаях эти образы состоят из пря­

мых, переходящих в себя при инволютивных преобразованиях. Многие 

образы симметрии были определены Картанам в его работах о симмет­

рических пространствах. Термин «образ симметрии» (etre de symetrie) 
был введен Картанам в работе [94]. 

В пространстве sп образами симметрии являются т-мерные плоско­

сти и их полярные (п- т- !)-мерные плоскости и, при нечетнам п, па­

ратактические конгруэнции прямых. Отражение от т-мерной плос­

кости и ее поляры можно привести к виду 

(3.52) 

При т= О этот образ симметрии является точкой и ее полярной гипер­

плоскостью, при т= 1 -прямой и ее полярной (п - 2)-мерной плоско­

стью. 

Паратактическая конгруэнция состоит из паратактичных прямых, 

т. е. прямых с равными стационарными расстояниями. Паратактичные 

прямые пространства 5 были открыты Клиффордом [Кли], называвшим 
их «параллельными». Термин «паратактичные прямые» был предложен 
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Штуди [Stu2]. Симметрия относительно паратактической конгруэнции 
является сдвигом вдоль прямых этой конгруэнции на полупрямую и при­

водится к виду 

(3.53) 

В пространстве с.sп образами симметрии являются т-мерные плос­
кости и их полярные (n- т- 1 )-мерные плоскости, нормальные п-це­
пи и, при нечетнам п, паратактические конгруэнции прямых. Отраже­

ние от т-мерной плоскости и ее поляры можно привести к виду (3.52). 
При т= О этот образ симметрии является точкой и ее полярной гипер­

плоскостью, при т= 1 -прямой и ее полярной (n- 2)-мерной плоско­

стью. 

Нормальными п-цепями пространства с.sп называются множество 
точек этого пространства с вещественными координатами и все множе­

ства точек, получаемые из него движениями этого пространства. Отра­

жение от нормальной п-цепи приводится к виду 

1 -
Х;=Х;. (3.54) 

Паратактическая конгруэнция состоит из паратактичных прямых, 

т. е. прямых с равными стационарными расстояниями. Так как прямые 

пространства с.sп изометричны сферам пространства R3 , симметрия 
относительно паратактической конгруэнции состоит в преобразовании 

каждой ее прямой, изображаемом переходом от каждой точки сферы к ее 

диаметрально противоположной точке, и приводится к виду 

(3.55) 

В пространстве IНISn образами симметрии являются т-мерные плос­
кости и их полярные (п- т- !)-мерные плоскости, а также нормальные 

комплексные п-цепи. Отражение от т-мерной плоскости и ее поляры 
можно привести к виду (3.52). При т= О этот образ симметрии явля­
ется точкой и ее полярной гиперплоскостью, при т = 1 - прямой и ее 

полярной (n - 2)-мерной плоскостью. 

Нормальными комплексными п-цепями пространства IНIS называются 
множество точек этого пространства с координатами вида а + Ьi и все 
множества точек, получаемые из него движениями этого пространства. 

Отражения от нормальных комплексных п-цепей приводятся к виду 

1 •• 
Xi = -LX;l. (3.56) 

На плоскости 052 образами симметрии являются точки и их поляр­
ные прямые, а также нормальные кватернионные 2-цепи. Отражение 

от точки и ее полярной прямой можно привести к виду (3.52). 
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Нормальными кватернионными п-цеnями nлоскости OS2 называются 
множество точек этой nлоскости с координатами вида а + Ьi + cj + dk 
и все множества точек, nолучаемые из него движениями этой nлоскости. 

Отражение от нормальной кватернионной 2-цепи nриводится к виду 

1 v 

Х; =Х;. (3.57) 

На nлоскости COS2 образами симметрии являются точки и их nо­
лярные прямые, отражения от которых nриводятся к виду (3.52), нор­
мальные бикватернионные 2-цепи, отражения от которых nриводятся 

к виду (3.57), нормальные октонионные 2-цепи, отражения от кото­
рых nриводятся к виду 'х; = .Х;, где 'х = х- замена мнимой единицы l 
на -/, и нормальные 2-бицепu, отражения от которых nриводятся к ви­
ду 'х; = х; (см. с. 1 08). 

На плоскости ((])2 S2 образами симметрии являются точки и их nо­
лярные nрямые, отражения от которых nриводятся к виду (3.52), нор­
мальные биоктонионные 2-цепи, отражения от которых nриводятся 

к виду (3.56), нормальные 2-цепи, изометричные nлоскости JН[2.$2, от­
ражения от которых nриводятся к виду (3.57), и нормальные 2-бицепи, 
отражения от которых приводятся к виду х~ = -ix;i. 

На nлоскости 0 2S2 образами симметрии являются точки и их nо­
лярные nрямые, отражения от которых nриводятся к виду (3.52), нор­
мальные 2-цепи, изометричные nлоскости JН[((])S2 , отражения от которых 
nриводятся к виду (3.57), и нормальные 2-бицеnи, отражения от которых 
приводятся к виду 'х; = х;. 

В проективных пространствах, наряду с образами симметрии, опреде­

ляемыми инволютивными коллинеациями, имеются образы косиммет­

рии, оnределяемые инволютивными корреляциями. 

В nространстве pn образами симметрии являются «т-пары», состо­
ящие из т-мерной и (п- т- !)-мерной плоскостей, симметрии отно­

сительно которых nриводятся к виду (3.52), и эллиптические линей­
ные конгруэнции прямых, симметрии относительно которых nриводятся 

к виду (3.53). Образами косимметрии этого пространства являются ги­
перквадрики и линейные комnлексы nрямых. 

В пространстве cpn образами симметрии являются т-nары и эрми­
товы эллиптические конгруэнции прямых, симметрии относительно 

которых nриводятся к виду (3.55). Образами косимметрии этого nро­
странства являются гиnерквадрики, линейные комnлексы nрямых и эр­

митовы гиnерквадрики. 

В nространстве JН[pn образами симметрии являются т-nары и ком­

nлексные п-цеnи, симметрии относительно которых nриводятся к ви-
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ду (3.56). Образами косимметрии этого пространства являются эрмитовы 
гиперквадрики и многообразия нуль-точек пространств IНISy". 

Образами симметрии плоскости ОР2 являются пары (точка, прямая) 
и 2-цепи, симметрии относительно которых приводятся к виду (3.57). 

Образы симметрии можно определить также в пространствах, группы 

преобразований которых можно получить из nростых груnп Ли квазикар­

тановым алгоритмом. В частности, образами симметрии пространства R" 
являются т-мерные плоскости, при т =О- точки, при т = 1 -прямые, 
при т = п - 1 - гиперплоскости. Образами симметрии пространств CR" 
и IНIR" являются т-мерные плоскости и соответственно нормальные 
и комплексные нормальные п-цепи. Образами симметрии плоскости OR2 

являются точки, прямые и кватернионные 2-цепи. 

Параболические образы 

Другим важным классом геометрических образов однородных про­

странств, фундаментальные группы которых- простые группы Ли, яв­

ляются параболические образы. 

В каждой простой группе Ли имеется подгруппа Бореля- макси­

мальная разрешимая подгруппа этой группы. Подгруппы простых групп 

Ли, содержащие подгруппы Бореля, называются параболическими под­

группами. Геометрические образы пространств с простыми фундамен­

тальными группами, стационарные подгруппы которых- параболические 

подгруппы, называются параболическими образами. 

Исай Львович Кантор (р. 1932) в работе [Кан 1] доказал, что парабо­
лические подгруппы простых групп Ли определяются одним или несколь­

кими простыми корнями этих групп. Для каждого простого корня или 

нескольких простых корней можно определить представление алгебры 

Ли G простой группы Ли G в виде прямой суммы подпространств 

(3.58) 

где подпространство Gk состоит из линейных комбинаций собственных 
векторов линейных преобразований Х--. [НХ], соответствующих таким 

корневым векторам, у которых коэффициент при данном простом корне­

вом векторе или сумма коэффициентов при данных корневых векторах 

в их разложении по простым корневым векторам является числом k, 
а подпространство Go, кроме указанных линейных комбинаций, содержит 
также подалгебру Картана алгебры G. 

Прямая сумма подпространств 

Р = Go + G 1 + ... + Gh-1 + Gh (3.59) 
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является алгеброй Ли некоторой nараболической подгруппы группы G, 
и каждая параболическая подгруппа групnы G может быть получена та­
ким образом. 

Наиболее важны параболические подгруппы, определяемые отдель­

ными простыми корнями групп Ли. Эти подгруппы являются макси­

мальными неполупростыми подгруппами простых групп Ли. Эти nод­

группы были впервые найдены Владимиром Владимировичем Морозо­

вым (1910-1975) в его диссертации [Мор]. 
Геометрические образы, стационарные подгруппы которых являются 

параболическими подгруппами простых групп Ли, называются параболи­

ческими образами однородных пространств с простыми фундаменталь­

ными группами. В том случае, когда nараболическая подгруппа опре­

деляется nростыми корневыми векторами а.;, щ, ... , a.k, параболические 
образы называются (а.;, a.i, ... , а.k}-образами. Параболические а.;-обра­
зы, тесно связанные с фундаментальными линейными Представлениями 

простых груnп Ли, называются фундаментальными образами. Термин 

«фундаментальные образы» (elements fondamentaux) был введен Титсом 
в работе [Ti2]. 

Связь фундаментальных образов с фундаментальными линейными пред­

ставлениями простых групn Ли состоит в том, что при линейном пред­

ставлении ер nроисходят линейные nреобразования координат а.;-образов. 

Фундаментальными а.;-образами nространств pn и е,рп являются 

(i- 1 )-мерные nлоскости этих nространств, при i = 1 -точки, при i = 2-
прямые, при i = n- гиперплоскости. 

Фундаментальными а.;-образами пространств s~п и СS2п являются 
(i- !)-мерные плоские образующие абсолютов этих пространств, при 

i = 1 -точки абсолютов, при i = 2- прямолинейные образующие абсо­

лютов. 

Фундаментальными а.;-образами пространств Sy2п-l и СS2п являют­
ся точки этих пространств и (i- l )-мерные нуль-плоскости этих про­
странств, при i = 2- нуль-прямые. 

Фундаментальными а.;-образами пространств Sy2n-l и CS2n при i < 
< n- 1 являются (i- 1)-мерные плоские образующие абсолютов этих 

пространств, при i = 1 -точки абсолютов, при i = 2 - прямолинейные 

образующие абсолютов. Фундаментальными a.n-! -образами и a.n -об­

разами этих пространств являются (п - 1 )-мерные плоские образую­
щие абсолютов этих пространств, принадлежащие к двум непрерыв­

ным семействам. Плоские образующие n - 2 измерений, т. е. пересе­

чения (n - 1 )-мерных плоских образующих разных семейств, являются 
(а.п-1, а.п}-образами этих пространств. 
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Фундаментальными еt;-образами пространств 52", 52"- 1, Н2", Н2"- 1 , 
5~" при k < n, н~п nри k < n- 1, 5~n-l при k < n и l < n- 1 и н~n-l 
nри k, l < n - 1, являются вещественные или мнимые (i - 1 )-мерные 
nлоские образующие абсолютов этих пространств, nри i = 1 -точки аб­
солютов, nри i = 2 - nрямолинейные образующие абсолютов. В слу­

чае пространств 52" и 52"-1 все эти образы мнимые. В случае про­
странств Н2" И нzn-l ИЗ ЭТИХ образов вещественНЫ ТОЛЬКО ТОЧКИ. В слу­
чае ПростраНСТВ 5~" И 5~n-l ИЗ ЭТИХ обраЗОВ ВеЩеСТВеННЫ ТОЛЬКО ТОЧ­
КИ, прямолинейные образующие и h-мерные плоские образующие при 

h = 2, 3, ... ' k - 1. в случае пространств н~п и н~п- 1 из этих обра­
зов вещественны только точки, прямолинейные образующие и h-мерные 

плоские образующие при h = 2, 3, ... , k. В случае пространств 5~'~1 1 

и н~п_! 1 фундаментальными образами являются также мнимо сопряжен­
ные (n - 1 )-мерные плоские образующие. В случае пространств 5~11 - 1 

при k < n- 1 и н~n-l при k < n- 2 фундаментальными образами явля­
ются также мнимые (n- !)-мерные плоские образующие двух семейств. 

В пространстве JН!Р" вещественными фундаментальными образами 

являются еtz;-образы, называемые (i - !)-мерными плоскостями (nри 

i = 1 - точками, при i = 2 - прямыми, ... , при i = n - гиnерплос­
костями). Мнимыми фундаментальными образами этого nространства 

являются еtz;-1-образы, называемые (2i- I)/2-.мерными плоск.остями 
(при i=О-полуточк.ами, nри i= I-полупрямыми, ... , при i=n-I­
полугиперплоскостями, при i = n -полупространствами). 

Параболическими (et;, Сtп-i+l)-образами nространств CS", СН", cs;: 
и сН;: являются U - 1 )-мерные плоские образующие абсолютов этих 
пространств, nри i = 1 -точки абсолютов, nри i = 2 - nрямолинейные 

образующие абсолютов. В случае пространства CS" все эти образы мни­
мые. В случае пространства СН" из этих образов вещественны только 
точки. в случае пространств cs;: из этих образов вещественны толь­
ко точки, прямолинейные образующие и h-мерные плоские образующие 

ПрИ h = 2, 3, ... , k - J. В случае nростраНСТВ CHk ИЗ ЭТИХ обраЗОВ веще­
СТВеННЫ только точки, прямолинейные образующие и h-мерные плоские 

образующие при h = 2, 3, ... , k. 
Фундаментальными еt2;-образами nространств JН!S", JН!Н", JН!Sk и JН!H'k 

являются (i - 1 )-мерные nлоские образующие абсолютов этих nрост­
ранств, nри i = 1 -точки абсолютов, при i = 2- прямолинейные обра­

зующие абсолютов. В случае пространства JН!S" все эти образы мнимь1е. 
В случае пространства JН!N" из этих образов вещественны только точ­
ки. В случае пространств JН!S'k из этих образов вещественны только 
точки, nрямолинейные образующие и h-мерные nлоские образующие 
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при h = 2, 3, ... , k - 1. В случае пространств IНIS~ из этих образов веще­
ственны только точки, прямолинейные образующие и h-мерные плоские 

образующие при h = 2, 3, ... , k. Фундаментальными а.2;_ 1 -образами этих 
пространств являются (2i - 1 )/2-мерные плоские образующие этих про­
странств, все эти образы мнимые. 

Фундаментальными а.2;-образами пространства JНISyn являются 
(i- 1 )-мерные нуль-плоскости этого пространства, при i = 1- нуль-точ­

ки, при i = 2- нуль-прямые. Фундаментальными а.2;_ 1 -образами этого 
пространства являются мнимые (2i - 1 )/2-мерные нуль-плоскости этого 
пространства, при i = 0-нуль-полуточки, при i = 1-нуль-полупрямые. 

В общем случае параболические образы этих пространств являются 

«флагами», состоящими из вложенных друг в друга фундаментальных 

образов, вследствие чего многообразия параболических образов иногда 

называют «флаговыми многообразиями». 

Фундаментальными а. 1 -образами метасимплектической геометрии Ms 
являются симплекты этой геометрии, а.2-образами - нуль-плоскости 

этих симплектов, аз-образами- нуль-прямые этих симплектов, а.4 -обра­
зами- нуль-точки этих симплектов. Эти нуль-точки совпадают с точками 

абсолюта эрмитовой эллиптической плоскости О' 52 . Фундаментальные 
образы эллиптической плоскости OS2 и гиперболической плоскости ОН2 

имеют тот же вид. В случае плоскости OS2 все они мнимы. 
Из фундаментальных образов комплексной метасимплектической гео­

метрии CMs отметим а.6-образы, являющиеся симплектами этой геомет­
рии и аз-образы, которые являются нуль-плоскостями этих симплектов. 

Из параболических образов этой геометрии отметим (а.2, а.4)-образы, яв­

ляющиеся нуль-прямыми этих симплектов, и (а. 1 , а.s)-образы- нуль-точ­

ки этих симплектов. Эти нуль-точки совпадают с точками абсолюта 

эрмитовой эллиптической плоскости COS2 . Фундаментальные образы 
плоскостей COS2, СОН2 , C'OS2 и C'O'S2 аналогичны фундаментальным 
образам плоскости COS2 . в случае nлоскости COS2 все фундаменталь­
ные образы мнимы. 

Из фундаментальных образов кватернионной метасимnлектической 

геометрии IНIMs отметим а.6-образы, являющиеся симплектами этой гео­
метрии, а.5 -образы, которые являются нуль-nлоскостями этих симnлек­
тов, а.4 -образы, являющиеся нуль-nрямыми этих симnлектов, и а.2-обра­
зы- нуль-точки этих симплектов. Эти нуль-точки совпадают с точками 

абсолюта эрмитовой эллиптической плоскости JНIO' 52. Фундаментальные 
образы плоскостей IНIOS2 , JНЮН, JНI'O'S и IНI'O'S2 аналогичны фун­
даментальным образам плоскости IНI'O' 52 . В случае плоскости IНI052 
все фундаментальные образы мнимы. 
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Из фундаментальных образов октанионной метасимплектической гео­

метрии OMs отметим !Х 1 -образы, являющиеся симплектами этой гео­

метрии, !Х2 -образы, которые являются нуль-плоскостями этих симплек­
тов, !Хз-образы, являющиеся нуль-прямыми этих симплектов, и 1Х7-обра­

зы- нуль-точки этих симплектов. Эти нуль-точки совпадают с точками 

абсолюта эрмитовой эллиптической плоскости 0 10S2. Фундаментальные 
образы плоскостей 0 2 S2 , ({])2 Н2 и 0'2 S2 аналогичны фундаментальным 
образам плоскости 0 10S2. В случае плоскости 0 2S2 все фундаменталь­
ные образы мнимы. 

Фундаментальные образы однородных пространств, фундаменталь­

ные группы которых являются некомпактными простыми группами Ли, 

наглядно изображаются на диаграммах Сатаке этих групп (рис. 2.1 О 
и 2.11 ). Вещественные фундаментальные образы изображаются белыми 
точками этих диаграмм, мнимые образы - черными точками, а мнимо 

сопряженные образы- белыми точками, соединенными дугами с двумя 

стрелками. 

В статье [82] Картав определил принцилы двойственности и принцип 
тройственности некоторых однородных nространств с простыми фунда­

ментальными группами. 

Точки диаграмм Дьrнкина и Сатаке, изображающие двойственные 

фундаментальные образы, расположены симметрично относительно осей 

симметрии этих диаграмм. 

В случае групп класса An имеет место классический принцип двой­
ственности пространства pn и его аналоги в пространствах rc.pn и JНipn. 
Согласно этим принципам, !Хi-образы этих пространств соответствуют 

1Хn-i+l-образам, т. е. точки соответствуют гиперплоскостям, nрямые­

(п- 2)-мерным плоскостям и т-мерные плоскости- (n- т- !)-мер­

ным плоскостям. 

В случае групn класса Dп в пространствах 52"- 1, rcs-2п+I, s~п-l, 
н~п_! 1 имеет место двойственность между IХп-1-образами и 1Хп-образа­
ми, т. е. между (n- !)-мерными плоскими образующими абсолютов этих 

пространств, принадЛежащих двум разным непрерывным семействам. 

В случае груnп класса Еб имеет место проективньtй принцип двой­

ственности плоскостей ОР2 , СОР2 , 0 1 Р2 , согласно которому СУ. 1 -образы 
этих плоскостей, т. е. их точки, соответствуют !Х5 -образам, т. е. прямым. 

В случае групп класса D4 имеет место принцип тройственно­

сти. Согласно этому принцилу в пространствах 57 , CS7 и 5~ IXJ -об­
разы, т. е. точки абсолютов этих пространств, соответствуют ~Хз-образам 

и ct4 -образам, т. е. трехмерным nлоским образующим этих абсолютов, 

принадлежащим разным семействам, а 1Х2-образы, т. е. прямолинейные 
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образующие этих абсолютов, соответствуют самим себе. Согласно этому 

принципу, прямые линии этих пространств, пересекающие абсолюты этих 

пространста в парах точек, соответствуют паратактическим конгруэнциям 

прямых, определяемым парами трехмерных плоских образующих абсо­

лютов этих пространств, принадлежащих одному семейству. 

Эквивалентные геометрии 

В главе «Эквивалентные геометрии» статьи [46] Картан перечислил 
однородные пространства, фундаментальными группами которых явля­

ются изоморфные простые группы Ли. Изоморфизму групп классов А; 

и D; соответствует изометрия прямой CS1 и сферы в пространстве Rз, 
изометрия прямых СН' и С' S' и сферы в пространстве Ry, интерпретация 
прямой Р1 в виде абсолюта плоскости Н2 и интерпретация этого абсолюта 
в виде норм-кривой х; = ti в пространстве Р'. 

Изоморфизму групп классов В2 и С2 соответствует изометрия пря­
мой JНIS 1 и гиnерсферы в nространстве R5, изометр и я прямой JНI' Н 1 и ги­
персферы в пространстве R~, изометрия прямой JНI' S', гиперсферы в про­
странстве R~ и многообразия прямых пространства 5уз, за расстояние 
между которыми принят их симплектический инвариант. 

Изоморфизму группы класса D2 и прямому произведению двух групп 
класса В 1, или комплексной группы класса В 1, соответствуют интер­

претации Котельникова-Штуди многообразий прямых пространств 5з 
и нз в виде сфер пространств <С' Rз и CR3 , интерпретация прямой <СР1 

в виде абсолюта пространства Н3 и интерпретация прямой IНISy 1 на паре 
плоскостей 5 2 и Н2 . 

Интерпретация Котельникова-Штуди многообразия прямых про­

странства 53 равносильна интерпретации Фубини [Fu 1 J этого многооб­
разия на паре сфер пространства Rз. 

Изоморфизму групп классов Аз и Dз соответствует интерпретация 

пространства сsз в пространстве 55, при которой точки каждого из этих 
пространста изображаются паратактическими конгруэнциями другого 

пространства, аналогичны интерпретация пространства cs~ в простран­
стве 5~, интерпретация прямой JНIP 1 в виде абсолюта пространства Н5 , 
интерпретация Плюккера многообразия прямых пространства рЗ в виде 
абсолюта пространства 5~ и интерпретация плоскости JНISy2 в прост­
ранстве csy. 

Из принципа тройственности пространства 57 вытекает изоморфизм 
группы движений пространства 5~ и группы симплектических преобра­
зований пространства IНISyз, получаемых из группы движений nростран­
ства 57 картановыми алгоритмами, соответствующими инволютивным ав-
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томорфизмам этой груnnы, оnределяемым отражением от nрямой и сим­

метрией относительно nаратактической конгруэнции nрямых nростран­

ства 57 . Этот изоморфизм оnределяет интерnретацию nространства IН!Sy3 

в nространстве 5~. _ 
К этим интерnретациям добавим интерnретации прямой ((])5 1 в виде 

гиnерсферы в пространстве R9 и nрямой ((]JP1 в виде абсолюта nростран­
ства Н9 . 

Изоморфные груnnы EVI движений nлоскостей !Н!((])Н2 и IНIOS2 , 
характеры которых равны -5, и груnпы EVIII движений плоскостей ((])2S2 

и ((]J'S2, характеры которых равны 8, Картан не различал. 
В статье [94] Карта н определил подгруппы компактных простых 

групn Ли классов Е5, Е7 и Ев, являющиеся стационарными nодгрупnами 
образов симметрии однородных пространств, группами преобразований 

которых являются эти груnпы. Картан nоказал, что в случае груnnы 

класса Е6 одна из этих подгрупп изоморфна комnактной простой группе 

класса С4 , в случае групnы класса Е7 одна из этих nодгрупп изоморфна 

комnактной nростой груnпе класса А7, а в случае группы класса Ев одна 
из этих nодгруnп изоморфна компактной простой груnпе Ли класса Dв. 
Эти образы симметрии являются нормальными 2-бицепями эрмито­

вых эллиnтических плоскостей COL2 , IНIOS2 и 0 2S2. Установленные 
Картанам изоморфизмы определяют эквивалентность геометрий этих 

2-бицеnей геометриям соответственно пространств IНIS3 , CIНIS3 и IНI2 53 . 

В интерпретации Н.Л1.3аблоцких [Заб] нормальной 2-бицепи плоско­

сти COS2 в пространстве IНIS3 и в аналоги~ых интерпретациях но~­
мальн~IХ 2-бицепей nлоскостей IНI052 и ((])2 52 в пространствах CJНI53 

и JНI2 53 точки 2-бицепей изображаются nрямыми трехмерных прост­
ранств. 

Имеются также эквивалентные геометрии с квазипростыми фун­

даментальными групnами. Таковы геометрии прямых CRI, IНIR 1 и OR1, 

которые эквивалентны, соответственно, геометриям плоскости R2 и про­
странств R4 и Rв, геометрия пространства R3

, которая в силу интер­
претации Котельникова-Штуди эквивалентна геометрии сферы в про­

странстве С0Rэ, и геометрии nространств 5 1·3 и Н 1 •3 , которые в силу 
интерпретаций И. И. Железиной [Жел] эквивалентны геометриям плос­

костей С' R2 и CR2• 

Эквивалентные геометрии имеются и в случае пространств с би­

квазипростыми фундаментальными груnпами. К ним относятся геомет­

рии nространств Г3 и /3 , которые в силу интерnретаций, установлен­
ных в работах [ШиА 1], [ШиА2] Александром Петровичем Широко­
вым ( 1926-1998), эквивалентны геометриям прямых С0 51 и С0 S1• 



Глава 4 

Псевдогруппьt Ли и уравнения Пфаффа 

Псевдогруnnы Ли 

После того как в диссертации Картана была решена проблема струк­

туры обычных, конечномерных групп Ли, Картан поставил задачу опреде­

ления структуры бесконечномерных обобщений групп Ли. Картан назы­

вал эти обобщения «бесконечными непрерывными группами». Этой про­

блеме посвящены статьи Картана [21, 22] 1904 г., [23] 1907 г., [26] 1908 г. 
и [28] 1909 г. 

Обычные группы Ли связаны с теорией обыкновенных дифференци­

альных уравнений, а бесконечномерные обобщения этих групп- с теори­

ей дифференциальных уравнений в частных производных, которой Картан 

начал заниматься еще в 1899 г. 

В настоящее время бесконечномерные обобщения групп Ли, рассмат­

ривавшиеся Картаном, называются псевдогруппа.мu Ли. Псевдоrрулла 

преобразований, так же как группа преобразований, содержит тожде­

ственное преобразование и вместе с каждыми двумя преобразованиями 

содержит произведение этих преобразований. В отличие от «групп Ли» 

в псевдогруппах Ли произведение преобразований существует не всегда: 

каждое преобразование задается функциями, определенными в некоторой 
области, причем область определения одного преобразования может не 

иметь общих точек с той областью, в которую второе преобра'!ование 

переводит свою область определения. Поэтому псевдогруппы преобра­

зований не являются группами. В перечисленных статьях Картаи рас­
сматривал области, состоящие из точек с комплексными координатами, 

и преобразования этих точек, выражаемые аналитическими функциями. 

Как и в случае групп Ли, Картаи ограничивалея рассмотрением пре­

образований, близких к тождественному, поэтому он не сталкивался со 

случаями, когда нельзя определить произведения преобразований, и счи­

тал рассматриваемые им псевдогруппы группами. Как и в случае групп 

Ли, Картаи рассматривал только такие псевдогруппы преобразований, 

для которых не существует разбиения преобразуемого многообразия на 
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классы, переставляемые всеми преобразованиями. Такие группы и псев­

логруппы называются примитивными. 

Картан доказал, что всякая бесконечномерная примитивная леевдо­

группа комплексных аналитических преобразований принадлежит к од­

tюму из 6 классов: 
1) множество всех аналитических преобразований n комnлексных nе­

ременных; 

2) nодмножество множества 1 ), состоящее из преобразований, обла­
дающих постоянным якобианом (т. е. умножающих все объемы на одно 

н то же комплексное число); 

3) подмножество множества 1 ), состоящее из преобразований, обла­
лающих единичным якобианом (т. е. сохраняющих все объемы); 

4) множество аналитических преобразований 2n ?: 4 комnлексных пе­
ременных, сохраняющих двойной интеграл 

(4.1) 

5) множество аналитических преобразований 2n ?: 4 комплексных пе­
ременных, умножающих двойной интеграл (4.1) на комплексную функ­
цию; 

6) множество аналитических преобразований 2n + 1 комплексных пе­
п 

ременных, умножающих форму dzo+ I: z; dzn+i на комплексную функцию. 
i=l 

Псевдогруппа класса 4 называется си.мплектической псевдогруппой, 
n 

так как эти преобразования сохраняют внешнюю форму I: dz; 1\ dzп+i, 
i=l 

которая определяет симплектическую геометрию в бесконечно удален-

ных гиnерплоскостях касательных nространств CE2n рассматриваемого 
многообразия. 

Эту псевдогруппу называют также гамильтоновой псевдогруп­

rюй, потому что механическую систему с обобщенными координатами qi 
н обобщенными имnульсами Pi, движение которой оnисывается уравне­
ниями Гамильтона, можно рассматривать как nространство, в котором 

задана замкнутая внешняя дифференциальная форма (,) = I: dq; 1\ dp;, 
т. е. такая, что d(,) = О. i 

Псевдогрупnа класса 6 называется контактной псевдогруппой, 
так как в этом случае 2n + 1 комплексных координат можно рассмат­
ривать как 2n + 2 координаты zo, z,, ... , Zn, Wo, w,, ... , Wn, связанные 
условием 

S"!(zo, z,, ... , Zn, wo, w,, ... , Wn) =О, 
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устанавливающим соответствие между точками Z с координатами Zi 

п-мерного пространства и гиперплоскостями W с тангенциальными ко­
ординатами Wi этого пространства. Такие преобразования называются 

контактными преобразованиям.и, или преобразованиям.и прикос­

новения; теория этих преобразований была построена Софусом Ли. 

Карта н показал, что псевдогруппы классов 1, 3, 4 и 6 являются про­
сты ми псевдогруппами, по его терминологии «nростыми бесконечными 

непрерывными группами», а nсевдогруппы классов 2 и 5 содержат соот­
ветственно nсевдогруппы классов 3 и 4 в качестве своих инвариантных 
nодгрупп. Карта н называл классы 1, 3, 4 и 6 «четырьмя большими клас­
сами простых бесконечных непрерывных групn» и считал их аналогами 

четырех бесконечных серий простых групп Ли An, Bn, Сп и Dn. Име­
ются аналогичные классы вещественных аналитических преобразований. 

В статье [46] Картава несколько разделов посвящены вещественным 

псевдогруппам Ли. Из этих nсевдогрупn отметим псевдогруппу преобра­

зований многообразия прямых пространства R3, при которых нормаль­
ные конгруэнции (конгруэнции нормалей к поверхностям) nереходят 

в такие же конгруэнции. Картаи отметил важное значение этих преоб­

разований для оптики. 

Бесконечномерные псевдогруппы получили применение к геометрии 

в книге Освальда Веблена ( 1880-1960) и Джона Уайтхеда ( 1 904-1 960) 
«Основания дифференциальной геометрии» [VW], так как такие леевдо­
груnпы образуют преобразования координат дифференциально-геомет­

рических многообразий. Этим nсевдогруппам посвящен цикл статей Вик­

тора Владимировича Вагнера ( 1908-1971 ), из которых отметим статьи 
«0 теории nсевдогрупn преобразований» [Ваг} J и «Алгебраическая тео­
рия дифференциальных групп» [Ваг2]. 

Алгебры Каца-Муди 

В настоящее время изучены четыре класса бесконечномерных обоб­

щений алгебр и групп Ли. Как пишет Виктор Григорьевич Кац (р. 1 943) 
в книге «Бесконечномерные групnы и их nриложения» !Кац2, с. IX-X], 
nервый из этих КJJассов составляют алгебры Ли векторных полей и соот­

ветствующие груnпы преобразований дифференцируемых многообразий; 

теория этих групп основана И. М. Гельфандом. 

Второй из этих классов образуют группы Ли гладких отображений 

данного многообразия в конечномерную группу Ли; физики называют 
алгебры Ли этих групп «алгебрами токов». 

Третий класс составляют груnпы линейных операторов в гильберто­

вых пространствах, т. е. в бесконечномерных аналогах пространства cR.n. 



Алгебры Каца-Муди \27 

Теория линейных представлений некомпактных простых групп J1и унитар­
ными операторами этих пространств, построенная И. М. Гельфандом и его 

учениками и, независимо от них, Хариш-Чандрой (1923-1983), широко 
применяется в квантовой физике. 

Четвертый из этих классов- алгебры Каца-Муди, определенные 
В. Г. Кацем в работе [Кац!] и Робертом Муди (р. 1941) в работе [Mooj. 

Гильбертавы пространства, в которых определяются унитарные пред­
ставления некомпактных простых групп J1и, образованы комплекснознач­

ными функциями, заданными на Многообразиях параболических образов 

этих групп. 

Алгебры Каuа-Муди обладают многими свойствами алгебр Ли про­
стых групп J1и: в этих алгебрах определены корневые системы и груп­

пы Вейля, которые в этом случае являются бесконечными дискретными 
группами, порожденными отражениями. Для этих алгебр имеются также 

диаграммы Дынкина. Алгебры Каца-Муди подразделяются на три типа: 

нескрученные, 2-скрученные и 3-скрученные. Названия и обозначения 

этих алгебр даны по аналогии с названиями и обозначениями конечных 

групп типа Ли. Диаграммы Дынкина нескрученных алгебр Каuа-Муди 

совпадают с расширенными диаграммами Дынкина простых групп J1и 

(рис. 2.8). На рис. 4.1 и 4.2 изображены диаграммы Дынкина 2-скру­
ченных и 3-скрученной алгебр Каца-М уди [Кац!, с. 44-45]. 

а) А~21 ~ 

Ь) А <21 
0=>:=0---0-- · · · --о---о:::<=о 2n 

с) А <21 ~ - ~- • • • --о---о:::<=о 
2п-1~ 

Рис. 4.1 Рис. 4.2 

Совпадение диаграмм Дынкина нескрученных алгебр Каца-Муди 
с расширенными диаграммами Дынкина простых групп J1и объясняет­

ся изоморфизмом групп Вейля этих алгебр Каuа-Муди с аффинными 
группами Вейля простых групп Ли. 

Р. М уди обозначал скрученные алгебры, диаграммы Дынкина которых 
изображены на рис. 4.1 и 4.2, символами А(2>, ВС(2>, С~2>, 8~2>, F~2 > и G~3> 
соответственно [Моо, с. 229]. 
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Кац пришел к скрученным алгебрам Каца-Муди, отправляясь от 

простых групп Ли, диаграммы Дынкина которых обладают двусторонней 

и трехсторонней симметриями. Обозначения Каца этих алгебр связаны 

с обозначениями этих групп Ли. Обозначения Муди этих алгебр соответ­

ствуют тем простым группам Ли, диаграммы Дынкина которых получа­

ются из диаграмм этих алгебр удалением одной точки. 

Уравнения Пфаффа 

Первая статья Карта на [14] о дифференциальных уравнениях в част­
ных производных, вышедшая в 1899 г., называется «0 некоторых диф­
ференциальных выражениях и проблеме Пфаффа». Статьи Карта на [ 15], 
[16], [17] 1901 г. и [18], [19) 1902 г. были посвящены интегрированию 
систем дифференциальных уравнений в частных производных. 

В первой из этих статей Картаи показал, что каждая такая система 

эквивалентна некоторой системе уравнений Пфаффа 

(4.2) 

где IX= 1, 2, ... , s, i= 1, 2, ... , n. 
Например, уравнение Лапласа 

д2z д2z 
дх2 + ду2 =О, (4.3) 

являющееся одним из основных уравнений математической физики, с по-
дz дz 

мощью подстановки дх = и, ду = v может быть сведено к системе диф-

ференциальных уравнений в частных производных первого порядка 

ди дv ди дv 
дх = д у, д у = - дх (4.4) 

-так называемой системе Коши-Римана, которой удовлетворяют ве­

щественная и мнимая части аналитической функции w =и+ iv = f(x + iy) 
комплексного перемениого х + iy. Эта система эквивалентна системе 
уравнений Пфаффа 

61 = du- р dx- q dy =О, 62 = dv + q dx- р dy =О, (4.5) 

ди дv ди дv 
где р = дх = д у, q = д у = - дх. 

Uелесообразность перехода от систем уравнений в частных произ­

водных к уравнениям Пфаффа состоит в том, что уравнения (4.2) ин­
вариантны по отношению к произвольной замене как зависимых, так 
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и независимых переменных, в то время как в системе уравнений в частных 

производных выбор независимых nеременных предопределен. 

Уравнения Пфаффа названы по имени математика и астронома Иоган­

на Фридриха Пфаффа ( 1765-1825), рассматривавшего такие уравнения 
в 1814-1815 гг. Термин «уравнения Пфаффа» был введен К. Якоби, 

назвавшим задачу интегрирования этих уравнений «проблемой Пфаф­
фа». Исследованиям этой проблемы были посвящены работы Феодора 
Деана (1815-1844), Августа Леопольда Крелле (1780-1855}, Якоби, 
Фердинанда Георга Фробениуса (1849-1917), С.Ли и Г.Дарбу. Появив­
шись в творчестве Картана в 1899 г., уравнения Пфаффа были предметом 

исследования, а затем и средством исследования во многих работах Кар­

тава на протяжении всей его жизни. Найдя в работах 1899-1902 гг. 
новый подход к исследованию систем этих уравнений, Картаи широко 

пользовался им как в своих геометрических работах, так и в работах по 

теории групп Ли и по теоретической физике. 

Система (4.2) дифференциальных уравнений Пфаффа допускает сле­
дующее геометрическое истолкование. Если считать переменвые коор­

динатами точек векоторого п-мерного многообразия xn, то дифферен­
циалы dx; можно рассматривать как координаты вектора dx, принадле­
жащего касательному линейному пространству Tx(Xn) многообразия xn 
в его точке х. Если система (4.2) содержит s линейно независимых урав­
нений, s < п, то она определяет в пространстве Tx(Xn) линейное под­
пространство 6_h(x) размерности h = п- s. Если ранг системы (4.2) по­
стоянен и равен s во всем многообразии xn, то эта система определяет 
подпространство дh(х) пространства Tx(Xn) в каждой точке х многооб­
разия хп. 

Множество подпространств дh(х) касательных пространств Тх(Хп), 
определенных в каждой точке х многообразия xn, называется распреде­
лением 6_h. 

Интегральным многообразием системы Пфаффа (4.2) называется 
такое гладкое подмногообразие Vk многообразия xn, которое в каждой 
своей точке касается подпространства 6_h(x), определяемого в этой точке 
системой (4.2). Размерность k интегрального многообразия Vk не мо­
жет быть больше размерности h подпространства 6.11 (х). Система (4.2) 
всегда имеет одномерные интегральные многообразия- интегральные 

кривые, при отыскании которых система (4.2) сводится к системе обык­
новенных дифференциальных уравнений. 

Система Пфаффа (4.2) называется вполне интегрируемой, если 

она имеет интегральные многообразия Vh максимальной размерности h, 
причем через каждую точку многообразия xn проходит единственное ин-
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тегральное подмногообразие Vh, т. е. интегральные подмногообразия Vh 
вполне интегрируемой системы (4.2) образуют расслоение многообра­
зия Х11 • 

Условия полной интегрируемости системы Пфаффа (4.2) были най­
дены Г. Фробениусом. Для того чтобы записать эти условия, следует по­
строить билинейные коварианты системы. Пусть х- точка многооб­

разия xn и d 1 х и d2x- два касательных вектора к этому многообразию 
в точке х с координатами d1Xi и d2x1. Обозначим через 6a(di) = aia(x)diXi 
и 8a(d2) = aia(x)d2Xi значения формы 6а на этих векторах. Продифферен­
цируем первое из этих выражений вдоль вектора d2x, а второе- вдоль 

вектора d1x. Тогда билинейвый ковариант Фробениуса линейной диффе­
ренциальной формы eiX является разностью этих дифференциалов: 

В правой части выражения (4.6) члены, содержащие дифференциа­
лы d2d1xi и d1d2xf, взаимно уничтожаются. Картаи первоначально на­
зывал левую часть выражения (4.6) внешней производной формы еа 
и обозначал ее е~; впоследствии он стал называть это выражение внеш­
ним дифференциалом формы eiX и обозначать его через df:JIX. Слагаемые, 
входящие в правую часть выражения (4.6), Картаи назвал внешним про­
изведением форм da1a и dx1• Вначале он обозначал внешнее произведе­
ние форм cu1 и cu2 символом cu1 cu2, затем- символом [cu1 cuz]; в настоящее 
время это произведение обозначается cu1 л cu2 и соотношение (4.6) запи­
сывается в виде 

(4.7) 

На любом интегральном многообразии Vk системы (4.2) выполняются не 
только сами уравнения (4.2), но и уравнения 

df:JIX =0, (4.8) 

получающиеся внешним дифференцированием этой системы. Уравне­
да. 

ния (4.8) в силу (4.7) могут быть записаны в виде L L д~~ dxi Л dxi =О, 
i i xl 

но, так как dx1 л dxi = -dxi л dxf, эти уравнения можно записать также 
в виде 

LL(~cti- ~:~i) dXi ЛdXj =0. 
i i 1 1 

(4.9) 
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Эти уравнения накладывают условия на координаты двух любых век­

торов d 1x и d2x, касательных к интегральному многообразию. Если век­
торы d 1x и d2x удовлетворяют уравнению (4.9), говорят, что они нахо­
дятся в инволюции относительно системы внешних форм (4.8). Внешнее 
дифференцирование уравнений (4.8) приводит к тождеству, так как 

2 

d(dea.) = L L da;xai л dx; л dxi = L L L ;.~~ dx; л dxi л dxk =О 
ij 1 ijk Jk 

в силу симметрии смешанных вторых производных. Поэтому система, 

состоящая из уравнений (4.2) и (4.8), замкнута относительно операции 
внешнего дифференцирования. Если система уравнений (4.2) вnолне ин­
тегрируема, то интегральные многообразия этой системы имеют размер­

ность h = n- s и уравнения (4.8) не должны накладывать на координаты 
касательных векторов никаких новых соотношений по сравнению с урав­

нениями (4.2). Как ветрудно заметить, это условие может быть записано 
в виде 

dea = 2::: е13 л еа13 • сх, р = 1. 2, ...• s. (4.10) 
{3 

Г. Фробениус в работе 1877 г. доказал, что условие (4.1 О) является не 
только необходимым, но и достаточным условием полной интегрируемо­

сти системы (4.2). 
Картаи в работах [16] 1901 г. и [21, 22] 1904 г. построил теорию си­

стем уравнений Пфаффа, не являющихся вnолне интегрируемыми. Следуя 

Софусу Ли, применявшему термин «инволюционные системы уравнений», 

Картаи называл систему уравнений Пфаффа (4.2) находящейся в инво­
люции, если через каждую интегральную кривую V1 этой системы прохо­
дит по меньшей мере одно ее двумерное интегральное многообразие V2, 

через каждое ее двумерное интегральное многообразие V2 проходит по 
меньшей мере одно ее трехмерное интегральное многообразие V3 и т. д., 
и, наконец, через всякое ее интегральное многообразие VP-I проходит по 
меньшей мере одно ее интегральное многообразие VP. 

Карта н нашел необходимые и достаточные условия того, чтобы систе­

ма уравнений (4.2) была в инволюции. Для этого он рассмотрел р-мер­
ные элементы, состоящие из точки х многообразия xn и из р-мерного 

nодпространства ЕР касательного пространства Tx(Xn) многообразия xn 
в точке х. Этот элемент он называл интегральным элементом и обо­

значал JP, если все принадлежащие ему векторы удовлетворяют системе 

уравнений Пфаффа (4.2), т. е. JP принадлежит распределению 6_h, и если, 
кроме того, любые два вектора этого интегрального элемента находятся 
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в инволюции относительно системы уравнений (4.8). Очевидно, что если 
система (4.2) находится в инволюции, то через каждый ее одномерный 
интегральный элемент / 1 проходит двумерный интегральный элемент /2, 

через него проходит трехмерный интегральный элемент /3 и т. д., а через 
интегральный элемент JP-I проходит хотя бы один интегральный эле­
мент JP. Эта последовательность вложенных друг в друга интегральных 
элементов / 1, / 2, ••• , JP называется интегральной цепью. Интегральная 
цепь называется регулярной, если каждый ее интегральный элемент на­

ходится в общем положении, т. е. через элемент Jk-l проходит не больше 
интегральных элементов Jk, чем через любой соседний (k - 1 )-мерный 
интегральный элемент. Картаи доказал, что необходимым и достаточным 

условием того, чтобы система уравнений Пфаффа (4.2) была в инво­
люции, является существование регулярной цепи интегральных элемен­

тов / 1, / 2 , ... , JP ДЛЯ каждой ТОЧКИ Х МНОГООбраЗИЯ Xn. 
При построении интегральной цепи наступает такой момент, когда не 

будет существовать интегрального элемента размерности g + 1, прохо­
дящего через интегральный элемент размерности g. В этом случае си­
стема (4.2) будет находиться в инволюции для всех р ~ g, но не будет 
обладать этим свойством при р > g. Число g называется жанром систе­
мы (4.2). 

Картаи доказал теорему существования решения системы (4.2) жан­
ра g: пусть JP- интегральный элемент системы (4.2) размерности р ~ g 
в точке х многообразия xn, тогда при р < g существует бесконечное 
множество р-мерных интегральных многообразий, содержащих многооб­

разие VP- 1 и касающихся элемента JP в точке хо, а при р = g существует 
только одно такое многообразие. Доказательство этой теоремы опирается 

на классическую теорему Коши-Ковалевской о существовании реше­

ния системы дифференциальных уравнений в частных производных. Так 

как теорема Коши-Ковалевской справедлива только для аналитических 

функций, то теорема Картана также справедлива только в том случае, 

когда все коэффициенты уравнений (4.2) являются аналитическими функ­
циями, а искомые интегральные многообразия- аналитическими много­

образиями. 

Теория Картана не только дает nринциnиальный ответ на воnрос о су­

ществовании интегральных многообразий системы (4.2), но и устанав­
ливает арифметические критерии, при выполнении которых существуют 

интегральные многообразия системы (4.2) определенной размерности р 
(р ~ g), а также указывает произвол существования этих многообразий. 

Эти критерии были сформулированы Картанам в работе [21, 22]. 
Здесь, развивая понятие характера системы уравнений Пфаффа, вве-
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денное'Эдуардом фон Вебером (1879-1934) в работе «К теории инвари­
антов систем уравнений Пфаффа» [Web], Картаи определил характеры 
системы уравнений Пфаффа и с их помощью установил необходимые 

и достаточные условия существования решений систем уравнений Пфаф­

фа. Характер, определенный фон Вебером, представлял собой первый из 

характеров Картана. Покажем более подробно, как Картаи устанавливал 

эти условия. 

Предположим, что требуется найти р-мерные интегральные много­

образия системы уравнений Пфаффа (4.2), где р ~ g. Система (4.8) ее 
внешних дифференциалов приводится к виду 

и и v 

где 6; (i = 1, 2, ... , р)- формы Пфаффа, независимые на интегральном 

многообразии VP, а 6u (и= р + 1, р + 2, ... , s)- остальные характери­

стические формы системы (4.2). Пусть г;- ранг системы линейных урав­

нений, получающихся из (4.11) при определении (i + !)-мерного инте­
грального элемента. Характеры s; (i = 1, 2, ... , р) системы (4.2) опреде­
ляются как разности г;- г;_ 1 (при этом s1 + s2 + ... + Sp_ 1 < q = s- р, 

а характер Sp = q- (s 1 + s2 + ... + Sp-1). Число Q = s 1 + 2s2 + ... + psp, 

называемое в настоящее время «числом Картана», равно числу лара­

метров, от которых зависит р-мерный интегральный элемент. Из систе­

мы (4.11) характеристические формы 6u выражаются в виде линейных 
комбинаций базисных форм 6;: 6u = L Ьц;6;. Если обозначить через N 

i 
число независимых коэффициентов этих разложениИ, то критерий Кар-

тэна инволютивности системы (4.2) состоит в равенстве N = Q. Если при 
этом последним отличным от нуля характером является Sm, то произ­

вол решения системы (4.2) равен Sm функциям т вещественных аргу­

ментов. 

Алгебра внешних форм 

Мы уже упоминали о применении Картавом операции внешнего диф­

ференцирования линейной формы и операции внешнего умножения двух 

таких форм. Эти олерации являются частными случаями более общих 
операций, применявшихся Картанам не только к линейным, но и к внеш­

ним дифференциальным формам степени р 

с.>= LL· .. 'L::a;1; 2 ... ip dX; 1 Лdх;2 л ... л dx;p. (4.12) 
;1 ;2 ip 
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Здесь a;,;2 ... ip - тензор, кососимметрический по всем индексам, т. е. из­
меняющий знак nри всякой нечетной nерестановке его индексов и не 

изменяющийся nри всякой четной nерестановке индексов, а 1\ -знак 
внешнего умножения, также указывающий на то, что nри всякой нечетной 

nерестановке дифференциалов форма (4.12) изменяет знак, а nри всякой 
четной их nерестановке она не изменяется. Над внешними формами оnре­

делены действия внешнего умножения 

U>tAU>2 = (L L ... L a;,;2 ••• i" dx;, l\dx;2 1\ ... 1\dx;") 1\ 
;, ;2 ip 

1\ (L L . .. :2:: Ьы2 ••• j. dxi, 1\ dxi2 1\ ... 1\ dxi.) = 
j, i2 jq 

= LL ... LLL ... I:a;,;2 ..• ;"bы2 •.• j. dx;,l\dx;2 1\ ... 1\dxi. (4.13) 

и действия внешнего дифференцирования 

dU> = d(L L ... L a;,;2 ... i" dx;, 1\ dx;2 1\ ... 1\ dx;") = 
;, ;2 ip 

= L L · .. L da;,;2 ••• ip 1\ dx;, 1\ dx;2 1\ ... 1\ dx;P. (4.14) 
;1 ;2 ip 

При этом, если U>t и U>2- дифференциальные формы стеnени р и q, то 
внешний дифференциал внешнего nроизведения U>t 1\ U>2 равен 

(4.15) 

Оnерации (4.13) и (4.14) над линейными дифференциальными формами 
nрименялись уже Г. Фробениусом. Мы встречались с частным случаем 

nравила (4.14) 
(4.16) 

по существу известным уже А. Пуанкаре; это nравило часто называют 

теоремой Пуан.к.аре. 

Внешняя дифференциальная форма U> называется замк.н.утой, ес­

ли dU> =О, и точной, если существует такая дифференциальная форма 8, 
что U> = d8. В силу теоремы Пуанкаре всякая точная дифференциальная 
форма является замкнутой, хотя не всякая замкнутая дифференциальная 

форма является точной. Картан часто nользовался тем, что если имеет 

место равенство L 8; 1\ U>; = О, где 8; и U>; - формы Пфаффа, nричем 
i 
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формы w; линейно независимы, то формы 8; являются линейными комби­
нациями форм w;, причем коэффициенты b;i этих линейных комбинаций 
симметричны: 

(4.17) 

Это утверждение в настоящее время называют леммой Картана. 

По сложению и внешнему умножению внешние формы образуют ал­

гебру, совпадающую с алгеброй Грассмана. 

Применение теории систем в инволюции 

Картэн применял созданную им теорию систем уравнений Пфаффа 
в инволюции во многих своих исследованиях. В работе [ЗОJ 191 О г. эта 
теория использовалась nри изучении систем двух уравнений в частных 

производных второго порядка в задаче, которая составила nредмет иссле­

дований Э. Гурса. Картан рассмотрел здесь систему уравнений Пфаффа 
с 5 nеременными, к которой сводятся эти уравнения, решил воnрос об 
эквивалентности двух таких систем относительно допустимых преобра­

зований и дал подробную классификацию систем такого типа. 

В работе [33] 1911 r. Картан изучал системы, сводящиеся к системе 
4 уравнений Пфаффа. В работе [45] 1915 г. он применил теорию систем 

в инволюции к преобразованиям Бэклунда, с помощью которых извест­

ные решения системы дифференциальных уравнений в частных производ­

ных могут быть nреобразованы в некоторые новые решения этой системы. 

В статье [1 31 J 1931 г. Карта н nрименил эту теорию к исследованию 

уравнений, к которым сводятся некоторые задачи общей теории относи­

тельности. 

Большая часть применений теории систем в инволюции относится 

к дифференциальной геометрии подмногообразий различных однородных 

nространств, которую мы рассмотрим в следующей главе. Теория систем 

в инволюции, nостроенная Картанам для уравнений Пфаффа, была обоб­

щена в 1934 г. Эрихом Келером ( 1906-1970) на системы, состоящие 
не только из уравнений Пфаффа, но и из внешних дифференциальных 

уравнений различных порядков, в книге «Введение в теорию систем диф­

ференциальных уравнений» [Kah2]. 
В 1945 г. в книге «Внешние дифференциальные системы и их гео­

метрические приложения» [ 181] Карта н дал систематическое изложение 
как своей теории решения уравнений Пфаффа, так и теории Келера. 

Следуя Келеру, Картан заменил свой nервоначальный термин «внеш­

няя производная» общепринятым в настоящее время термином «внешний 
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дифференциал», а первоначальное обозначение этой операции w' обще­
принятым в настоящее время обозначением dw. 

Оригинальному изложению теории Картава посвящены книга Пет­

ра Константиновича Рашевского (1907-1983) «Геометрическая теория 
уравнений в частных производных» [Раш2] и книга С. П. Финикава «Ме­

тод внешних форм Картава» [Фи н]. 

Кратные интегралы, интегральные инварианты и интегральная 

геометрия 

Исчисление внешних форм, созданное Картавом, оказалось очень 

полезным в теории кратных интегралов и в связанных с ней теории 

интегральных инвариантов и интегральной геометрии. Двойной инте­

грал JJD f(x, у) dx dy при замене переменных х = x(u, v) и у = y(u, v) 

преобразуется по формуле 

где 

Jr { j" { D(x, у) J D f(x, у) dx dy = J D' f(x(u, v), у( и, v)) D(u, v) du dv, 

D(x, у) 
D(u, v) 

дх дх 

ди дv 

ду ду 

ди дv 

(4.18) 

- якобиан функций х = x(u, v) и у = у(и, v) по переменным и и v, 
D- область изменения переменных х и у, а D'- область изменения 
переменных и и v, переходящая при этом преобразовании в область D. 
Функции х = x(u, v) и у= у( и, v) предполагаются при этом дифференци-

руемыми, а якобиан ~~~: ;~ -отличным от нуля в области D'. 

Формула (4.18) показывает, что двойной интеграл не инвариантен при 
замене переменных, т. е. правую часть этой формулы нельзя получить 

простой подстановкой в ее левую часть дифференциалов dx = ~~ dи + 
дх ду ду + дv dv и dy = ди dи + дv dv. То же относится к тройным и другим 

кратным интегралам. Однако выражение двойного интеграла можно еде-

лать инвариантным, если записать его в виде 

J l f(x, у) dx 1\ dy, (4.19) 

т. е. если применить в его подынтегральном выражении внешнее произ­

ведение dx 1\ dy, так как dx 1\ dy = ~i~: ;~ dи 1\ dv. Тогда формулу (4.19) 
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можно записать в виде 

j fo f(x, у) dx 1\ dy = j fo, f(x(u, v), y(u, v)) ~i~: ;~ du 1\ dv. (4.20) 

Аналогично, для того чтобы поверхностный интеграл 

j fs Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 

стал инвариантным по отношению к замене переменных, его следует за­

писать в виде 

j fs Pdy 1\ dz + Qdz 1\ dx + Rdx 1\ dy, (4.21) 

т.е. в виде интеграла от внешней формы. Интегралы (4.19) и (4.21) яв-
ляются частными случаями интеграла 

r (r.) = r 2.::: a;,;2 .. .ip(x)dx;, 1\ dx;2 1\ ... 1\ dx;p lvp lvp (4.22) 

пор-мерному подмногообразию VP п-мерного многообразия xn; выраже­
ние (4.22) остается инвариантным при любом дифференцируемом преоб­
разовании координат на многообразии хп. Классические формулы Грина, 

Гаусса, Остроградского и Стокеа являются частными случаями общей 

формулы 

(4.23) 

где 8 VP- граница подмногообразия VP, (r.)- внешняя дифференциальная 

форма степени р - 1, а d(r.)- внешний дифференциал формы (r.), являю­

щийся внешней формой степени р на замкнутом многообразии, получае­

мом замыканием многообразия VP. 
В случае формулы Грина р = 2, V2 - плоская область, дV2 - граница 

этой области, форма (r.) имеет вид (r.) = Pdx + Qdy, а 

d(r.) = (~~- ~=) dx 1\ dy. 

В случае формулы Гаусса р = 3, V3 - область трехмерного простран­
ства, дV3 - поверхность, являющаяся границей этой области, форма (r.) 

имеет вид (r.) = Pdy 1\ dz + Qdz 1\ dx + Rdx 1\ dy, а 

[ дР дQ дR] 
d(r.) = дх + ду + дz dx 1\ dy 1\ dz. 
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М. В. Остроградский обобщил формулу Гаусса для случая области VP 
п-мерного пространства. 

В случае формулы Стокеа р = 2, V2 - область на двумерной поверх­
ности, дV2 -ее граница, форма w имеет вид w = Pdx + Qdy + Rdz, а 

dw = (дQ- дР)dх Л dy + (дR- дQ)dy л dz +(дР- дR)dz л dx. 
дх ду ду дz дz дх 

Формулу (4.23) называют обобщенной формулой Стокса. 
Теория интегральных инвариантов систематически изложена в 1922 г. 

в книге Картана «Лекции об интегральных инвариантах» [64], в которой 
с помощью метода внешних форм завершается построение этой теории, 

основанной еще Пуанкаре. 

Пусть дана система обыкновенных дифференциальных уравнений 

dx; dt = A(xi, Х2, ... , Xn, t), i = 1, 2, ... , n, (4.24) 

где P;(xi, х2, ... , Xn, t)- дифференцируемые функции. Интегральным. 

инвариантом. этой системы называется интеграл f w по подмногооб-
}vр 

разию VP размерности р < n, на котором параметр t имеет постоянное 
значение, причем значение интеграла не меняет своей величины, когда 

точки подмногообразия VP перемещаются вдоль интегральных кривых 
системы (4.24). Интегральный инвариант называется абсолютным., если 
свойство инвариантности имеет место для любых областей интегриро­

вания, и относительным., если это свойство имеет место только для 

замкнутых областей. 

Наиболее важны применения этой теории к механике. Основные диф­

ференциальные уравнения механики системы могут быть записаны в фор­

ме уравнений Гамильтона 

dp; дН dq; дН 
di =- дq;' dt = др;' (4.25) 

где q; - лагранжевы обобщенные координаты системы, р; - обоб­

щенные импульсы, а Н= H(PI, Р2 •... , Рп. QI, Q2, ... , Qп. t) - функ­
ция Гамильтона, равная сумме кинетической и потенциальной энер­

гии системы. Относительным интегральным инвариантом этой системы 

является интеграл 1 2::: р; dq;, а ее абсолютным инвариантом- инте-
!аvР . 

грал j'f l:::dp; л dq;, пр'ичем в силу обобщенной формулы Стокеа имеет 
}vp ; 

место равенство 

(4.26) 
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В книге Картана подробно исследуются эти и некоторые другие инте­

гральные инварианты механики. Общая теория, развитая при этом, при­

меняется к проблеме трех тел, к распространению света в однородной 

среде и к другим задачам механики и математической физики. 

Еще в 1896 г. в работе «Принцип двойственности и некоторые крат­

ные интегралы в тангенциальном и линейчатом пространствах» [ 1 О] Кар­
та н рассматривал кратные интегралы на семействах прямых линий плос­

кости R2 и на семействах прямых и плоскостей пространства R3. Эти 
интегралы являются интегральными инвариантами по отношению к груп­

пам движений плоскости R2 и пространства R3
. 

Таким инвариантом дЛЯ однопараметрического семейства прямых, 

пересекающих данную замкнутую кривую, является «периметр», пропор­

циональный дЛине кривой. Картан также определил интегральный ин­

вариант дЛЯ двупараметрического семейства прямых пространства (кон­

груэнции прямых), обращающийся в нуль, когда конгруэнция являет­

ся нормальной (конгруэнцией нормалей к поверхности). С помощью 

этого инварианта весьма просто доказывается теорема Этьена Малю­

са ( 1775-1812) о том, что нормальная конгруэнция прямых остается 
нормальной после любого числа отражений и преломлений. 

Работа Картана [ 1 О] положила начало разделу геометрии, называе­
мому в настоящее время интегральной геометрией. Ранее задачи тако­

го рода относились к теории вероятностей. Таковы были задачи о броса­

нии диска, квадратной пластинки и иглы, решавшиеся еще Жоржем Луи 

Бюффоном (1707-1788) в его «Опыте нравственной арифметики» [Buf], 
а также исследования Моргана Вильяма Крафтона (1826-1915) в работе 
«0 теории локальной вероятности» [Cro]. Картан впервые решал задачи 
этого рода как чисто геометрические задачи. 

Интегральная геометрия получила значительное развитие в 30-х гг. 

ХХ в. Существенную роль в этом сыграла инвариантная мера в груп­

пах Ли, применявшаяся Г. Вейлем, а затем и самим Картавом, в их 

исследованиях по теории простых групп Ли. С помощью этой ме­

ры можно определить инвариантные меры в Многообразиях различных 

геометрических образов в пространствах, группами преобразований ко­

торых являются такие группы. Термин «интегральная геометрия» был 

введен В. Бляшке [Бл]. Многие работы Бляшке и его учеников от­

носятся к этому разделу геометрии. Итоги многих исследований по 

интегральной геометрии изложены Л. А. Сантало в книге «Введение 
в интегральную геометрию» [Сан]. Новые направления в интегральной 

геометрии были основаны П. К. Рашевским в работе 1941 г. «Поли­

метрическая геометрия» [Раш1], Б. В.Лесовым (1916-1942) в работе 
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«Мера площади в двупараметрическом семействе кривых на поверхно­

сти» [Лес] и Исааком Моисеевичем Я г ломом ( 1920-1988) в работе 

«Тангенциальная метрика в двупараметрическом семействе кривых на 

плоскости» [Яг]. И. М. Гельфанд, М. И. Граев и Наум Яковлевич Вилен­

кин ( 1920-1991) в книге «Интегральная геометрия и связанные с ней 
вопросы теории представлений» [ГГВ] решили ряд задач интегральной 

геометрии, связанных с теорией унитарных представлений некомпактных 

групп Ли. 

Дифференциальные формы и числа Бетти 

В работе 1929 г. [ 118] Карта н рассмотрел интегральные инварианты, 
являющиеся интегралами от внешних дифференциальных форм на ком­

пактных однородных пространствах, инвариантные при преобразованиях 

однородных пространств, и показал, как с помощью этих инвариантов 

вычислить топологические инварианты однородных пространств- числа 

Бетти. 

В главе 2 мы упоминали статьи Карта на [ 111] и [ 154] и работы [По н 1] 
и [Шев], где были вычислены числа Бетти односвязных компактных про­

стых групп Ли. 

Первоначально Картан называл топологию, т. е. геометрическую дис­

циплину, изучающую инварианты, сохраняющиеся при взаимно однознач­

ных и взаимно непрерывных преобразованиях, analysis situs, как ее на­
зывали Риман и Пуанкаре. Позже Картан стал применять термин «топо­

логия», общепринятый в настоящее время. 

Название «analysis situs» было введено Готфридом Вильгельмом 
Лейбницем ( 1646-1716), который в известном письме Х. Гюйгенсу 

в 1679 г. писал: «Нужен еще иной, чисто геометрический или линейный 

анализ, непосредственно выражающий для нас положение (situm), как 
алгебра выражает величину». Слова Лейбница разные математики пони­

мали по-разному: Эйлер понимал под «геометрией положения»- топо­

логию, фон Штаудт и другие геометры XIX в. называли так проективную 

геометрию, Грассман, создавая векторную алгебру, также ссылался на 

письмо Лейбница Гюйгенсу. Слово «топология», буквально «наука о ме­

стах», является греческим перевадом латинских слов «analysis situs». 
Это название было предложено учеником Гаусса Иоганном Бенедиктом 

Листингом (1808-1882) в 1847 г. в работе [Лис], оно стало общеприня­

тым только в хх в. 

Бернгард Риман (1826-1866) в «Теории абелевых функций» [Ри 1] 
рассматривал многолистные поверхности, изображающие многозначные 

функции комплексного переменного, которые определяются алгебраи-



Д11фферс11uнальные формы н числа Бетти 141 

ческими уравнениями F(x, у) =О. В настоящее время эти nоверхности 
называются «римановыми nоверхностями». Риман nодразделял такие 

nоверхности на «односвязные», разбиваемые на две части любой за­

мкнутой кривой и «многосвязные», которые nревращаются разрезами, 

не разбивающими nоверхность на две части, в «односвязные», и ста­

вил в соответствие каждой замкнутой двусторонней nоверхности «число 

связности», оnределяемое числом разрезов, которые следует nроизвести, 

чтобы превратить поверхность в «односвязную». В случае замкнутых 

двусторонних поверхностей это число разрезов всегда четное и, если 

обозначить его 2р, то число связности равно 2р + 1. В случае сфе­
ры р =О, для тора р = 1, для «сферы с р ручками» это число равно р. 
Для римановых поверхностей, оnределяемых уравнениями F(x, у) = О, 
в настоящее время число р называется родом плоской алгебраической 

кривой с уравнением F(x, у) = О. Для многогранников с No вершинами, 
N1 ребрами и N2 гранями число р связано с эйлеравой характеристи­
кой х = No- N, + N2 соотношением х = 2- 2р. 

Во «Фрагментах, относящихся к analysis situs» [РиЗ], опубликован­
ных посмертно, Риман предложил многомерные обобщения чисел связно­

сти. Эти обобщения, называемые «порядками связности», были описаны 

другом Римана Энрико Бетти ( 1823-1892) в работе «0 пространствах 
произвольнаго числа измерений» [Bet]. Бетти определил порядки связ­
ности т-го рода в различных размерностях. 

Теория, намеченная Риманам и Бетти, была подробно изложена Пу­

анкаре в работе «Analysis situs» [ПуаЗ]. В этой работе Пуанкаре ввел 
nонятие гамеаморфизма многообразий, являющихся линиями или по­

верхностями и многомерного аффинного пространства, и «числа Бетти» 

этих многообразий, т. е. порядки связности Бетти. 

Пуанкаре определял эти числа следующим образом: всякому р-мер­

ному многообразию VP он ставил в соответствие (р - 1 )-мерное много­
образие д VP, являющееся границей многообразия VP, и называл мно­

гообразие VP гомологичным нулю, если оно само является границей 
(р + !)-мерного многообразия VP+I, VP = дVР+ 1 . В этом случае гра­
ница VP равна нулю. Различая положительную и отрицательную ори­
ентации многообразий, Пуанкаре оnределял умножение многообразий 

на целые числа, nричем умножение на -1 означало изменение ори­

ентации. Пуанкаре определял также сумму многообразий, их линей­

ные комбинации с целыми коэффициентами и линейную независимость 

этих линейных комбинаций. Если на многообразии VP число линейно 

независимых замкнутых т-мерных многообразий равно Pm - 1, то по­
рядок связности Бетти многообразия VP по отношению к т-мерным 
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Многообразиям равен Pm· Таким образом Пуанкаре определил «числа 
Бетти» Р1. Р2 •... , Pn-1· 

Пуанкаре определил также коммутативные группы, являющиеся фак­

торгруппами групп всех замкнутых линейных комбинаций т-мерных под­

многообразий данного многообразия по подгруппам этих групп, состо­

ящим из линейных комбинаций, гомологичных нулю. Замкнутые линей­

ные комбинации подмногообразий в настоящее время называются цикла­

ми. Определенные Пуанкаре факторгруппы являются прямыми суммами 

векоторого числа свободных циклических групп Z, изоморфных группе 
целых чисел по сложению, и нескольких конечных циклических групп Zi. 
Пуанкаре доказал, что числа свободных циклических прямых слагае­

мых определенных им групп равны Pm - 1. Числа элементов конечных 
циклических прямых слагаемых этих групп называются «коэффициента­

ми кручения». По причине тесной связи групп, определенных Пуанкаре, 

с числами Бетти Пуанкаре назвал их «Группами Бетти». 

В настоящее время группами Бетти называются части этих групп, 

состоящие из бесконечных циклических прямых слагаемых; части групп, 

определенных Пуанкаре, состоящие из конечных циклических прямых 

слагаемых, называются группами кручения, а сами группы, определен­

ные Пуанкаре, называются группами гомологий. 

Числами Бетти в настоящее время называются числа прямых сла­

гаемых групп Бетти. К этим числам теперь добавляют числа Ро и Рп; 

они, так же как и «числа Бетти» Пуанкаре, обозначаются Pm· Для сфе­
ры Ро = Р2 = 1, Р1 =О; для тора Ро = Р2 = 1, Р1 = 2, для сферы с р 
ручками Ро = Р2 = 1, Р1 = 2р. В этих случаях эйлерова характеристи­
ка Х = Ро- Р1 + Р2 равна соответственно 2, О и 2- 2р. 

Примерам многообразия, обладающего кручением, является веще­

ственная проективная плоскость Р2 . В этом случае ро = 1, Р1 = Р2 =О, 
а группа гомологий для т = 1 является циклической группой Z2, т. е. 

в этом случае коэффициент кручения равен 2. 
В работе [ 118] Карта н, развивая идею Пуанкаре о важности для 

топологии интегралов от полных дифференциалов, показал, что чис­

ла Бетти компактных топологических пространств можно вычислить 

как числа линейно независимых интегралов от точных дифференци­

альных форм. На этом основано вычисление чисел Бетти компактных 

простых групп Ли. Сущность установленной Картавом связи интегралов 

от дифференциальных форм с числами Бетти была выяснена Жоржем 

де Рамо м ( 1903-1990) в работе «Об aпalysis situs многообразий п 
измерений» [Rh]. Де Рам установил аналогию между Многообразиями VP 
с границами VP- 1 = дVР и дифференциальными формами (J}p степени р 
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с внешними дифференциалами <ир+I = d<ир. В этой аналогии .замкнутые 
многообразия (8VP = О) соответствуют замкнутым формам (d<ир = 0), 
а многообразия, гомологичные нулю ( VP = 8VP+ 1 ), соответствуют точным 
формам (<ир = d<ир-1 ). 

По аналогии с группами гомологий де Рам определил факторгруппы 

групп замкнутых дифференциальных форм степени р по их подгрупnам, 

состоящим из точных дифференциальных форм, называемые группами 

когомологий, и установил связь этих групп с группами гомологий Пу­

анкаре. 

Новые методы в теории дифференциальных уравнений в частных 

производных 

Теория дифференциальных уравнений в частных производных, ко­

торая в начале ХХ в. развивалась в различных направлениях Вессио 
и Карта н ом, получила новое развитие в последние десятилетия этого века 

благодаря синтезу методов этих двух направлений и некоторых других 

методов современной математики. 

Из новых методов прежде всего отметим метод гомологической ал­

гебры, в значительной степени выросший из работ Картана по теории 

гомологий компактных простых групп Ли и симметрических пространств. 

Здесь следует упомянуть работы Х. Л. Гольдшмидта «Теоремы существо­

вания для аналитических дифференциальных уравнений в частных про­

изводных» [Glsl], «Критерии интегрируемости для систем нелинейных 
дифференциальных уравнений в частных производных» (Gls2], «0 струк­
туре уравнений Ли» [GlsЗ], работы Д. К. Спенсера «Переопределенные 

системы линейных дифференциальных уравнений в частных производ­

ных» [Spel] и «деформация структур многообразий, определенная тран­
зитивными непрерывными псевдогруппами» [ S ре2]. 

Систематическому изложению новых методов в теории дифферен­

циальных уравнений в частных производных, являющихся развитием 

методов Э. Картава, посвящены книги «Внешние дифференциальные 

системы» Р. Л. Брайанта, Ш. Чжэня, Р. Б. Гарднера, Х. Л. Гольдшмидта 

и П. А. Гриффитса [Bry] и «Системы уравнений в частных производных 

и псевдогруппы Ли» Ж. Ф. Поммаре [Pom]. 



Глава5 

Метод подвижного репера 

и дифференциальная геометрия 

nодвижные триэдры Френе и Дарбу 

Многочисленные работы Картана и его учеников по дифференциаль­

ной геометрии основаны на применении метода подвижного репера. Этот 

метод связан с развитыми Картанам теорией групп Jlи и теорией систем 

уравнений Пфаффа в инволюции. 

Картан указывал, что метод подвижного репера он заимствовал 

у Г.Дарбу, который применял его в своих классических «Jlекциях по 

общей теории поверхностей» [Da] под названием метода подвижно­

го триэдра. Впервые этот метод был применен Мартином Бартель­

сом ( 1769-1836), профессором Дерптского университета, известного 
тем, что в молодости он был учителем юного Гаусса, а впоследствии, бу­

дучи профессором Казанского университета, был учителем Лобачевского. 

М. Бартельс, связывая с каждой точкой пространствеиной кривой триэдр, 

который мы в настоящее время называем «триэдром Френе», полу­

чил формулы, равносильные формулам Френе, опубликованные учеником 

Бартельса Карлом Эдуардом Зенфом (1810-1849) в книге «Главные 

теоремы теории кривых и поверхностей» [Sпf] в Дерпте в 1831 г. со 

ссылкой на то, что эти формулы были получены Бартельсом. Подвижный 

триэдр применялея и другим учеником Бартельса Петром Ивановичем 

Котельниковым, отцом А. П. Котельникова, в «Изложении аналитических 

формул, которыми определяется возмущение вращательного движения 

Земли» [Kot] 1832 г. 

Формулы Френе появились позже в работах Жозефа Сер ре ( 1819-
1885) «0 некоторых формулах, относящихся к теории кривых двоякой 
кривизны» [Srt] в 1851 г. и в статье Жана Фредерика Френе (1816-
1900) «0 некоторых свойствах кривых двоякой кривизны» [Frп] в 1852 г.; 

диссертация Френе с этими формулами появилась в 1847 г. 

Оси триэдра Френе направлены по касательной к кривой, по ее глав­

ной нормали- прямой, ортогональной к касательной и лежащей в со-
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прикасающейся плоскости кривой, и по бинормали - перпендикуляру 

к соприкасающейся плоскости кривой. Если обозначить единичные век­

торы, направленные по этим осям, через е 1 , е2 и ез, то формулы Френе 

можно записать в виде 

de2 - = -ke 1 +хез ds ' 
(5.1) 

где s-длина дуги кривой, k -кривизна кривой, ах-кручение кривой. 
Отметим, что Френе нашел только шесть координатных формул, равно­

сильных двум первым формулам (5.1 ), а Серре нашел все девять формул, 
равносильных всем формулам (5.1 ). 

Формулы Френе были обобщены на пространство Rn Камилем Жор­
даном в работе «0 теории кривых в пространстве n измерений» [Jo2] 
в 1874 г. С каждой точкой кривой пространства Rn Жордан связывал 
п-эдр, оси которого направлены по касательной к кривой, по прямой, ле­

жащей в соприкасающейся двумерной плоскости кривой и ортогональной 

к касательной, ... , по прямой, лежащей в (i + 1 )-мерной соприкасаю­
щейся плоскости кривой и ортогональной к i-мерной соприкасающейся 

плоскости, ... и по нормали к соприкасающейся гиперплоскости кривой. 
Если обозначить единичные векторы, направленные по этим осям, че­

рез е,, е2, ... , en, то обобщенные формулы Френе можно записать в виде 

(5.2) 

где s- длина дуги кривой, k,, k2, ... , kп-1- кривИзны кривой. По­

движный триэдр был применен к теории поверхностей пространства R3 

впервые Альбером Рибокуром (1845-1893) в его «Исследовании элас­
соидов, или поверхностей нулевой средней кривизны» [Rib] в 1884 г. 

Рибокур называл «элассоидами» поверхности, которые в настоящее вре­

мя называются минимальными. 

Систематически метод подвижного триэдра применялея к теории по­

верхностей пространства R3 Дарбу в книге [Da). При изучении линий 
на поверхностях Дарбу рассматривал триэдры, векторы е 1 и е3 которых 
направлены по касательной к кривой и по нормали к поверхности, а при 

изучении самих поверхностей он рассматривал триэдры, векторы е 1 и е2 
которых направлены по касательным к линиям кривизны поверхности, 

т. е. по двум главным направлениям поверхности, а вектор е3 направлен 

по нормали к поверхности. Дарбу рассматривал производвые векторов 
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первого репера по длине дуги линий на поверхности. Эти производвые 

имеют вид 

где kg- геодезическая кривизна линий (в случае kg = О линия явля­
ется геодезической линией), k 11 -нормальная кривизна поверхности, 

Xg- геодезическое кручение линии на поверхности. 

Во втором случае Дарбу рассматривал частные производвые векторов 

репера по длинам дуг линий кривизны; коэффициенты разложения этих 

производных по векторам триэдра являются главными кривизнами по­

верхности, геодезическими кривизнами и кручениями ее линий кривизны. 

Подвижные тетраэдры и пентасферы Демулена 

Метод подвижного репера был обобщен на пространства, отличные от 

евклидова, бельгийским геометром Альфонсом Демуленом ( 1869-194 7) 
в работах «С> применении подвижного тетраэдра отнесения в кэлиевой 

геометрии» [ Dem 1] 1904 г. и « П ринципы внутренней аналлагматической 
и линейчатой геометрии» [Dem2] 1905 г. В первой из них Демулен рас­

сматривал неевклидовы геометрии. Фактически он изучал только эллип­

тическое пространство 53 , но указал, что та же теория имеет место для 
гиперболического пространства Н3 . 

С каждой точкой кривой или поверхности пространства 5 3 Дему­
лен связывал тетраэдр, автополярный относительно абсолюта этого про­

странства. В случае кривой Демулен совмещал одну из вершин тетраэдра 

с точкой кривой и направлял ребра тетраэдра, выходящие из этой вер­

шины, по касательной к кривой, по ее главной нормали и по ее бинорма­

ли. В случае поверхности Демулен совмещал одну из вершин тетраэдра 

с точкой поверхности и направлял ребра тетраэдра, выходящие из этой 

вершины, по касательным к линиям кривизны поверхности и по нормали 

к ней. Демулен рассматривал производвые координат вершин подвижного 

тетраэдра кривой по длине дуги кривой и частные производвые коорди­

нат вершин подвижного тетраэдра поверхности по длинам дуг ее линий 

кривизны и получил формулы, аналогичные формулам Френе и Дарбу. 

Во второй работе Демулен рассматривал конформное простран­

ство С3 и связывал с каждой точкой кривой или поверхности этого 
пространства подвижную пентасферу -пять взаимно ортогональных 

сфер. В главе 2 мы упоминали интерпретацию пространства С" в про­
странстве нn+l. в этой интерпретации пространство сп изображается 
абсолютом пространства нn+l, а точки пространства pn+l' не лежащие 
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на абсолюте пространства нn+l, изображают гиперсферы вещественного 
или мнимого радиуса пространства сп, причем ортогональные гиперсфе­
ры пространства сп изображаются точками пространства pn+I, полярно 
сопряженными относительно абсолюта пространства нп+ 1• Под пятью 
ортогональными сферами пентасферы Демулен имел в виду сферы про­

странства С3 , изображаемые вершинами симплекса пространства р4, 
автополярного относительно абсолюта пространства Н4 • Однако на са­
мом деле две из этих пяти сфер являются сферами нулевого радиуса 

и изображаются точками абсолюта пространства Н4 , а остальные три 
сферы изображаются точками плоскости, по которой пересекаются ги­

перплоскости, касательные к абсолюту в первых двух точках. 

Демулен рассматривал также многообразие прямых проективного 

пространства рЗ и связывал с каждой прямолинейной образующей ли­
нейчатой поверхности или с прямой, входящей в состав конгруэнции, 

шесть линейных комплексов прямых пространства Р3 , попарно находя­
щихся в инволюции. При перенесении Плюккера прямые пространства рЗ 
изображаются точками абсолюта пространства 5~, а линейные комплексы 
прямых пространства Р3 изображаются точками пространства Р5 , причем 
комплексы, находящиеся в инволюции, изображаются точками, полярно 

сопряженными относительно абсолюта пространства 5~. Под шестью 
комплексами, попарно находящимиен в инволюции, Демулен имел в виду 

линейные комплексы, изображаемые вершинами симплекса простран­

ства pS, автополярного относительно абсолюта пространства 5~. Однако 
на самом деле два из этих шести комплексов изображаются точками 

абсолюта пространства S~ и вырождаются в комплексы, состоящие из 
всех прямых, пересекающих соответствующие прямые в Р5 , а осталь­
ные четыре комплекса изображаются точками 3-плоскости, по которой 

пересекаются гиперплоскости, касательные к абсолюту пространства 5~. 
Демулен не отмечал, что одна из пяти сфер подвижной лентасферы 

является точкой и что один из шести линейных комплексов вырождается 

и определяется одной прямой. Демулен не приводил формул, аналогичных 

формулам Френе и Дарбу для линий и поверхностей пространства С3 

и для линейчатых поверхностей и конгруэнции прямых пространства рЗ_ 
Вместо этих формул он приводил аналогичные формулы для автопо­
лярных симплексов эллиптических пространств 54 и 5 5, полагая, что 
соответственные формулы для пространств Н4 и S~ можно получить по 
аналогии с формулами для эллиптических пространств. 

В том же 1905 г. Эрнест Вильчинекий ( 1876-1932) в «Общей про­
ективной теории пространственных кривых» [Wil] построил теорию кри­
вых проективного пространства рЗ, применив подвижный тетраэдр этого 
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пространства, а Э. Вессио в работе «Минимальные кривые линии» [Ves] 
применил подвижный триэдр к изучению мнимых изотропных линий про­

странства R3 , называвшихся в то время «минимальными кривыми». Эти 
линии имеют нулевую длину дуги, вследствие чего обычные формулы 

Френе для них неприменимы. 

И, наконец, в том же 1905 г. Эмиль Коттон ( 1972-1950) опубликовал 
статью «Обобщение теории подвижного триэдра» [Cot], в которой была 
выдвинута идея обобщения метода подвижного триэдра на произвольные 

пространства, обладающие группами преобразований. 

Подвижные реnеры Картана 

Развивая идеи Г.Дарбу и Э. Коттона, Картан опубликовал в 1910 г. 

сначала небольшую заметку «Изотропные развертывающиеся поверх­

ности и метод подвижного триэдра» [29], а затем статью «Структура 

непрерывных групп преобразований и теория подвижного триэдра» [31 ]. 
В заметке Картан применял метод подвижного триэдра к теории мни­

мых развертывающихся поверхностей пространства R3, прямолинейными 
образующими которых являются изотропные прямые. В статье Картан 

связывал «Метод подвижной системы отнесения», вскоре получивший на­

звание «метода подвижного репера», со структурой групп Ли и с теорией 

уравнений Пфаффа. 

с каждым однородным пространством xn, в котором действует груп­
па G преобразований, Картан связывал семейство реперов Ra. обладаю­
щее тем свойством, что группа G действует на нем просто-транзитивно, 
т. е. всякая пара реперов определяет единственное преобразование этой 

группы, переводящее первый репер во второй. 

В евклидоном пространстве Rn в качестве реперов могут быть выбра­
ны системы ортогональных единичных векторов е;, (е;, ej) = 3ij, с начала­
ми в произвольных точках х пространства Rn. Так как координаты векто­
ров такого репера в любой системе прямоугольных координат являются 

элементами ортогональной матрицы, принадлежащей группе Оп, размер­
ность которой равна п(п - 1 )/2, а начала векторов реперов определяют­
ся n координатами, то реперы {х, е;} пространства Rn зависят от того же 
числа n(n- 1)/2 + n = n(n + 1)/2 вещественных параметров, что и груп­
па движений пространства Rn. Аналогично выбираются реперы и в псев­
доевклидовых пространствах R'k, но в этом случае условие ортанорми­
рования реперов имеет вид (е;, ej) = E;"l5;j, где Et = Е2 = ... = Ek = -1, 
Ek+I = ... = En = 1. Координаты этих векторов в любой системе прямо­
угольных координат являются элементами псевдоортогональной матрицы, 

принадлежащей группе On,k. и реперы пространства R'k зависят от того 
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же числа п(п + 1 )/2 вещественных параметро в, что и группа движений 
пространства R'k. 

В аффинном пространстве fП в качестве реперов выбираются систе­

мы линейно независимых векторов е; с началами в произвольных точках х 

пространства. Так как координаты векторов такого репера в любой си­

стеме аффинных координат зависят от n2 параметров, а начала векторов 
этих реперов определяются n координатами, реперы пространства Е" 
зависят от того же числа n2 + n вещественных параметров, что и группа 
аффинных преобразований этого пространства. 

В проективном пространстве Р", точки которого представляются 

векторами пространства L n+I, которые Картан называл «аналитиче­
скими точками проективного пространства», в качестве реперов вы­

бираются векторные базисы пространства Ln+I, состоящие из векто­
ров е;, i =О, 1, ... , п, и «единичной аналитической точки» е= 2:::: е;. Так 

i 
как векторы, представляющие точки пространства рп, определены с точ-

ностью до невулевого вещественного множителя, реперы пространства pn 
зависят от того же числа п(п + 2) вещественных параметров, что и группа 
nроективных преобразований этого пространства. 

Так как пространства 5", Н", 5'k и H'k представляют собой ги­

nерсферы пространств Rn+I, R7+ 1
, R~+I и R~t:, в качестве реперов 

nространств 5", Н", 5'k, H'k выбираются реперы соответственно про­
странств Rn+I, R7+ 1, R~+I и R~t: с началами векторов в центрах ги­
nерсфер. Так как пространство 5" является метризованным простран­
ством pn, а пространства Н", 5'k и H'k реализуются в одной из областей, 
на которые пространство pn делится абсолютами этих пространств, век­
торы реперов этих пространств Картан также называл «аналитическими 

точками». Реперами пространства 5" являются ортанормированные ре­
nеры пространства R"+ 1, векторы каждого из этих реперов определяют 
вершины автополярного симплекса пространства 5". 

В качестве реперов пространства 5'k Картан обычно рассматривал 
такие реперы, векторы еа и еп-а которых направлены no асимптотам 
гиперсферы (а= О, 1, ... , k - 1 ), а остальные векторы е; образуют орто­
нормированный репер пространства Rn+I-2k. Абсолюты пространств 5'k, 
соответствующие этим реперам, определяются уравнениями 

(х, х) = 2 L ХаХп-а + L х? =О. (5.4) 
а 

Векторы каждого из этих реперов определяют 2k точек абсолюта про­
странств 5'k и вершины (n - 2k)-мерного автополярного симплекса этого 
пространства. 
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Эти реперы зависят от того же числа n(n + 1 )/2 вещественных пара­
метров, что и группы движений этих пространств. 

Пространства сп и C'k изображаются абсолютами пространств 57+' 
и S~t:. Поэтому за реперы пространств сп и C'k можно принять ре­
перы пространств s;z+I и S~t:. Векторы каждого из реперов простран­
ства сп соответствуют 2 гиперсферам нулевого радиуса, т. е. точкам этого 
пространства, и n взаимно ортогональным гиперсферам вещественно­
го радиуса, проходящим через эти точки. Векторы каждого из реперов 

пространства C'k соответствуют 2 + 2k точкам и n - 2k гиперсферам 
вещественного радиуса этого пространства. 

Эти реперы зависят от того же числа (п + 1)(п + 2)/2 вещественных 
параметров, что и группы конформных преобразований пространств сп 

и C'k. 
Деривационные формулы 

Деривационные формулы определяют переход от репера Ra рас­

сматриваемого однородного пространства Х к бесконечно близкому ре­

перу Ra+da· Для того чтобы найти эти формулы, зафиксируем неко­
торый репер Ro и обозначим через Sa преобразование, переводящее 

репер Ro в репер Ra: Ra = SaRo. Тогда переход от репера Ra к ре­
перу Ra+da определяется преобразованием Sa+da5;; 1

• Так как SaS;' 
является тождественным преобразованием /, преобразование Sa+da5; 1 

находится в окрестности преобразования /. Поэтому это преобразование 
можно записать в виде Sa+da5; 1 = 1 + S., + o(da). Преобразование 5., 
Картан называл инфинитезимальным преобразованием репера рассмат­

риваемого однородного пространства. С его nомощью деривационные 
формулы записываются в виде dRa = S.,Ra. Теперь мы можем сказать, 
что преобразование 5." принадлежит алгебре Ли G группы преобразова­
ний G однородного пространства Х. Обозначим через (J)u (и = 1, 2, ... , r) 
координаты преобразования 5., в алгебре Ли G. Эти координаты пред­
ставляют собой инвариантные формы группы Ли G. 

В аффинном пространстве En репер Ra состоит из точки х и векто­
ров е;, а репер Ra+da- из точки х + dx и векторов е; + de;. Поэтому 
деривационные формулы в этом пространстве записываются в виде 

(5.5) 

где (J}; и (J};i -дифференциальные формы, зависящие от параметров а, 

определяющих положение репера, и от их дифференциалов da. Так как 
группа преобразований реперов пространства Р зависит от n2 + n па-
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раметров, то формы ы; и ы;i, число которых также равно n2 + n, будут 
линейно независимыми. 

В лространствах R" и R'k деривационные формулы имеют тот же 
вид (5.5). Но формы ы;i телерь не будут линейно независимыми. Диф­
ференцируя соотношение (е;, ei) = o;i, найдем, что в пространстве R" эти 
формы удовлетворяют соотношению 

(5.6) 

Аналогично, дифференцируя соотношение (е;, ei) = E;o;i, получим, что 

в nространстве R'k они связаны соотношением 

(5.7) 

Деривационные формулы для реnеров Ra = {е;} nространства Р" зал и­
сываются в виде 

(5.8) 

Так как векторы е; определены с точностью до умножения на об­

щий невулевой множитель, то реnеры можно ограничить условием ра­

венства единице объемов nараллелеnиледов, nостроенных на этих векто­

рах, [еое 1 ••• еп] = 1, откуда лолучаем соотношение 

(5.9) 

означающее равенство нулю следа матрицы (ыij). 

Деривационные формулы пространств 5", Н", 5'k и H'k имеют вид (5.8), 
но телерь формы ы;i связаны соотношениями (5.6) или (5.7). В том слу­
чае, когда абсолюты этих пространств определяются уравнениями (5.4), 
условия (5. 7) записываются в виде 

(5.1 О) 

Деривационные формулы nространств С" и C'k имеют тот же вид, что 
и формулы для nространств 57+1 и 5~+ 1 • 

Предnоложим, что в однородном nространстве Х с г-мерной груп­

nой преобразований G задано гладкое семейство реnеров :Е, зависящее 
от р <г nараметров. На этом семействе формы Ыu, определяющие ин­
финитезимальные nеремещения реnеров, будут также зависеть от р nа­

раметров и от их дифференциалов. Картан отмечал, что если имеется 

два семейства реnеров :Е и :Е' такие, что :Е' = 5:Е, где 5 - некоторое 
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преобразование группы G, то формы wu и w~, определяющие инфините­

зимальные перемещения реперов этих семейств, совпадают. И обратно, 

если два семейства реперов I: и I:' в однородном пространстве xn зависят 
от одного и того же числа параметров р < r и при подходящем взаимно 
однозначном соответствии между реперами этих семейств w~ = Wu, то эти 

семейства можно совместить некоторым преобразованием группы G. Эта 
теорема имеет важное значение при изучении подмногообразий однород­

ных пространств с помощью метода подвижного репера. 

Уравнения структуры 

Инвариантные формы Wn группы G преобразований однородного про­
странства xn удовлетворяют уравнениям структуры 

dwu = L L CuvwWv А Ww, и, v, w = 1, 2, ... 'r, (5.11) 
V U!.' 

равносильным уравнениям (2.1 О). Для групп преобразований однородных 
пространств эти уравнения структуры могут быть получены из дериваци­

онных формул (5.5) и (5.8). 
Дифференцируя внешним образом уравнения (5.5) и приравнивая ко­

эффициенты при линейно независимых векторах е;, мы получим уравне­

ния структуры пространств En, Rn и RZ 

dw; = L Wk А W;k, 

k 

dw;i = L W;k А Wjk, 

k 

(5.12) 

причем в пространстве Rn формы w;i удовлетворяют соотношениям (5.6), 
а в пространствах R'k- соотношениям (5. 7). 

Аналогично, дифференцируя внешним образом уравнения (5.8), мы 
получим уравнения структуры пространств pn, sп, S'k, нп, H'k, сп и C'k 

dw;i = L W;k А Wjk, (5.13) 
k 

причем в случае пространств pn, sп, S'k, нп и H'k индексы i, j, k =О, 1, ... 
. . . , n, а в случае пространств сп и cz индексы i, j, k =О, 1, ... , n + 1, 
и, кроме того, для пространства pn формы w;i удовлетворяют соотноше­
нию (5.9), для пространства sп удовлетворяют соотношению (5.6), для 
пространств нп и H'k- соотношениям (5.7), для пространств SZ- со­
отношениям (5. 7) или (5. 10), для пространств сп и C'k - соотношени­

ям (5.10). 
Уравнения структуры однородного пространства xn являются усло­

виями полной интегрируемости его деривационных уравнений. Отсюда 
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вытекает важная теорема, которой Картан пользовался во всех своих 

работах, в которых применялея метод подвижного репера. Если за­

даны формы (J)u, и = 1, 2, ... , r, зависящие от р < r параметров и их 
дифференциалов и удовлетворяющие уравнениям структуры однородно­

го пространства Х, то они определяют в этом пространстве семейство 

реперов ~. зависящее от р параметров, однозначно с точностью до 

преобразования 5 группы G. Эта теорема является обобщением теоремы 
об определении кривой линии пространства R3 ее кривизной и кручением, 
а также теоремы О. Бонне об определении поверхности пространства R3 

ее первой и второй основными квадратичными формами. Уравнения 

Кодацци и Гаусса-Вейнгартена, которым удовлетворяют коэффициенты 

этих форм, являются следствиями уравнений структуры пространства Х. 

Лрименение метода подвижного репера 

Метод подвижного репера применялея Картанам для изучения под­

многообразий в различных однородных пространствах. Приведем общую 

схему исследования подмногообразия VP однородного пространства xn, 
указанную Картаном. С каждой точкой х многообразия VP связывается 
семейство реперов ~х. на которые накладывается единственное усло­

вие: точка х принадлежит реперам семейства. Такие реперы называются 

«реперами нулевого порядка». Эти реперы зависят от р главных па­

раметров u1, и2, ... , Ир, от которых зависит точка х многообразия VP, 
и от r - n вторичных параметров, число которых равно разности раз­
мерности r группы G и размерности n пространства хп. Полное се­
мейство ~ реперов нулевого порядка есть расслоение, базой которого 

является многообразие VP, а слоями -семейства ~х. Число вторичных 

параметров можно уменьшить, если заменить реперы нулевого поряд­

ка реперами первого порядка, элементы которых определенным образом 

связаны с окрестностью первого порядка точки х многообразия VP. Ре­
перы первого порядка образуют подрасслоение ~(!) расслоения ~ с той 
же базой VP. Далее строятся семейства реперов второго, третьего и т. д. 
порядков, элементы которых определяются с помощью соответствующих 

окрестностей точки х многообразия VP. Этот процесс называется процес­
сом канонизации реперов. Имеются две возможности этого процесса. 

1. В процессе канонизации мы исчерпаем все вторичные параметры 
и для векоторого числа k семейство реперов ~(k) будет зависеть только 
от р главных параметров. Такое семейство реперов называется канони­

ческим. В этом случае все дифференциальные формы, входящие в дери­

вационные формулы, будут линейными комбинациями дифференциалов 

главных параметров. Коэффициенты их разложения будут инвариантами, 
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определяющими многообразие VP с точностью до преобразования фун­

даментальной группы пространства xn. 
2. Другая возможность состоит в том, что процесс канонизации 

реперов остановится, не дойдя до конца, т. е. на некотором шаге бу­

дет :E(k+l) = :E(k), так что не все вторичные параметры будут исчерпаны. 
Тогда многообразие VP допускает некоторую группу преобразований 

в себя. 

Например, для случая кривой на евклидавой плоскости R2 семей­
ство :Е реперов нулевого порядка зависит от одного главного и одного 

вторичного параметра-угла поворота ортанормированной пары векто­

ров е1, е2 относительно точки х кривой. При переходе к семейству E(I) 

реперов первого порядка вектор е1 совмещается с касательной к кри­

вой. Это семейство реперов будет каноническим, так как зависит только 

от единственного главного параметра. Построенные реперы будут ре­

перами <l>рене для плоской кривой. Точно так же строится семейство 

канонических реперов для кривой пространства R3 . Здесь канонический 
репер определяется касательной и главной нормалью и является репе­

ром второго порядка. В случае кривой пространства Rn репер <l>рене 

является репером порядка n - l. Отличные от нуля дифференциальные 
формы, входящие в деривационные формулы для реперов <l>рене, име­

ют вид U)i+I.i = -U)i.i+I = k; ds, и величины k; образуют полную систему 
инвариантов, определяющих кривую в пространстве Rn с точностью до 

движения. 

Каноническими реперами являются также реперы Дарбу для гипер­

поверхности в пространстве Rn, состоящие из вектора en, направленного 
по нормали гиперповерхности, и векторов е1, е2, ... , en-1. направленных 
по ее линиям кривизны. Эти реперы являются реперами второго порядка. 

Изотроnные кривые 

Картан отмечал, что не всегда простые геометрические соображения 

могут nривести к построению канонического репера. Тогда это nострое­

ние можно nровести чисто аналитически, используя уравнения структуры 

пространства. Покажем, как это делается для случая изотроnной кривой 

пространства СД3 . Эти кривые рассматривал Э. Вес с и о в 1905 г. в рабо­
те [Ves], Картанизучал их в книгах [144] и [157]. 

Изотропной кривой х = x(t) в пространстве CR3 называется кривая, 
каждый касательный вектор х' которой является изотроnным, т. е. имеет 

нулевую длину. Скалярный квадрат этого вектора х'2 =О, откуда вытекает 
равенство (х', х") =О. Длина дуги такой кривой равна нулю, касательный 

вектор к этой кривой перпендикулярен сам себе и касательная к ней ле-
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жит в ее нормальной плоскости. Поэтому для изотропной кривой нельзя 

построить репер Френе. Для изучения изотропной кривой Картан ис­

пользовал uиклические реперы в пространстве C.R3, векторы которых 
удовлетворяют соотношениям 

2 2 о е 1 =е3 =е1е2=е2е3= , (5.14) 

Из девяти форм uщ, определяющих перемещение этого репера, только 

три будут независимыми. Дифференuируя равенство (5.14) с помощью 

формул (5.5), легко найти, что эти формы связаны соотношениями 

U\31 = СU!З = U\22 =О, U\21 + U\32 = CU!2 + U\23 = U\11 + U\33 =О. (5.15) 

При построении канонического репера сэкономим один шаг, сразу при­

соединяя к кривой x(t) реперы первого порядка. Для этого совместим 
начальную точку репера с точкой х кривой, а вектор е 1 -с ее изотроп­
ным касательным вектором х'. Так как теперь dx = cu1e1, то на кривой 
выполняются уравнения 

cu2 = сuз =О. (5.16) 

Форма cu 1 называется базисной; она содержит дифференuиал парамет­

ра t, определяющего положение точки х на кривой. Продифференuиру­
ем уравнения (5.16) внешним образом с помощью уравнений структу­
ры (5.11 ). В силу соотношений (5.15) и (5.16) получим всего одно внешнее 
квадратичное уравнение cu1 1\ cu21 =О, откуда следует, что 

(5.17) 

Форма cu2 1 будет главной, так как она обращается в нуль, если точ­

ка х становится неподвижной. При этом отличными от нуля на кривой 

остаются только две независимые формы- cu11 и cu 12. Они определя­
ют допустимые перемещения реперов первого порядка. Следовательно, 

семейство реперов первого порядка зависит от одного главного и двух 

вторичных параметров. 

Для дальнейшей канонизаuии репера продифференuируем внешним 

образом уравнение (5.17). Получим 

(dp- 2pcull) 1\ cu, =О, 

откуда следует, что 

(5.18) 

Если зафиксировать точку х на кривой, то cu, = О, и уравнение (5.18) 
можно переписать в виде 

'8р- 2p1t,, =О, (5.19) 
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где 8 обозначает дифференцирование по вторичным параметрам, а n11 -

значение формы <U 11 при <U 1 =О. 

В уравнении (5. 1 9) следует различать два случая. Если р =О для всех 
точек кривой х = x(t), то дальнейшая канонизация невозможна, и семей­
ство реперов второго порядка совпадает с семейством реперов первого 

порядка. Так как из уравнения (5.16) следует, что в этом случае <Uzi =О, 
из уравнения (5.5) вытекает, что 

dx=<U 1e1, de 1 =<U 11 e1• 

Отсюда следует, что в случае р = О линия х = x(t) является изотропной 
прямой. 

Если р =/=О, то уравнение (5.19) можно переписать в виде 

81n р - 2п11 =О. 

Легко проверить, что dn 11 = О при <U 1 = О и поэтому вторичная фор­
ма n 11 является nолным дифференциалом: n 11 =о ln ер. Подставляя это 
значение и интегрируя предыдущее уравнение, nолучим, что р = Сер2 . 
Здесьер-вторичный параметр, определяющий длину вектора е 1 . За счет 
выбора этого параметра величину р можно сделать равной + 1 или - 1. 
Остановимся на первом из этих случаев. Тогда уравнения (5.17) и (5.18) 
примутвид 

(5.20) 

Эти уравнения определяют семейство реперов второго порядка, присо­

единенное к изотропной кривой. 

Для построения реперов третьего порядка продифференцируем внеш­

ним образом второе из уравнений (5.20). Получим 

(dq + <UJz) 1\ <U1 =О, 

откуда найдем 

(5.2 1) 

Фиксируя точку х на кривой, получим 

8q + n12 =О. 

Здесь снова форма 1t12 является полным дифференциалом: 1t12 = -dф, 
ввиду чего 

oq = оф, q = Ф + с. 
Отсюда следует, что за счет вторичного параметра ф величина q мо­

жет быть приведена к нулю. Второе уравнение (5.20) и уравнение (5.21) 
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теперь переписываются в виде 

WJJ =0, W12=kWJ. (5.22) 

Эти уравнения пока.зывают, что все вторичные формы выразились через 

базисную форму w 1• Следовательно, репер третьего порядка является 

каноническим. 

Заметим, что в силу предыдущих формул dw1 = О. Поэтому фор­
ма w1 является полным дифференциалом: WJ = da. Параметр а называет­
ся псевдодугой изотропной кривой х = x(t). Он был введен Э. Вессио 
в работе [Ves]. Величина k, входящая во второе уравнение (5.22), явля­
ется инвариантом, который называется псевдокривизной изотропной 

кривой. В силу предыдущих соотношений формулы Френе для изотроп­

ной кривой принимают вид 

dx de1 
da =е\, da = е2, (5.23) 

Две изотропные кривые будут совпадать с точностью до движения про­

странства C,R3 , если для обеих кривых псевдокривизна k есть одна и та 
же функция от псевдодуги а. 

Линейчатые поверхности 

В книге [157] Картав рассматривал линейчатые поверхности про­

странства R3. Отправляясь от семейства ортанормированных реперов 
нулевого порядка, точка х которых лежит на образующей линейчатой 

поверхности, а вектор е 1 направлен вдоль этой образующей, Картав при­
шел к каноническому реперу, начало которого находится в горловой точке 

образующей, вектор е3 направлен вдоль общего перпендикуляра двух 
бесконечно близких образующих, а е2- векторное произведение ез на е 1 . 

Деривационные формулы для семейства канонических реперов имеют вид 

dx de1 de2 dез 
da = ае1 + kез, da = е2, da = -е1 + Ьез, da = -Ье2. (5.24) 

Последние три формулы (5.24) представляют собой формулы Дарбу для 
кривой на сфере, описываемой концом вектора е 1, образующей сфериче­

ское изображение рассматриваемой линейчатой поверхности. При этом 

параметр а совпадает с длиной дуги этого сферического изображения, 

так как da = ldeJI, а инвариант Ь представляет собой геодезическую 
кривизну этой кривой. Инвариант k- это параметр распределения ли­

нейчатой поверхности, равный пределу отношения кратчайшего расстоя­

ния между двумя ее прямолинейными образующими к углу между ними 

при стремлении одной из них к другой. Этот инвариант определяется 
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окрестностью первого порядка образуюшей l, а инварианты а и Ь- ее 
окрестностью второго порядка. Если заданы три произвольные функ­
ции k = k(a), а= а( а) и Ь = Ь(а}, то с точностью до положения в про­
странстве существует единственная линейчатая поверхность, для которой 

эти функции являются ее соответственными инвариантами. При k = О 
линейчатая поверхность будет развертывающейся. 

Кривые на аффинной, nроективной и изотроnной nлоскостях 

В книге /157} Картав рассмотрел также теорию nлоских кривых в аф­
финной и nроективной геометрии. Картаи построил дифференциальную 

геометрию кривых линий на плоскостях Е2 и Р2 по аналогии с теорией 
кривых на nлоскости R2. Формулы Френе для плоскости R2, т. е. форму­
лы (5.2) при n = 2, имеют вид 

Картаи отмечал, что кривизна k в этих формулах связана с радиу­

сом R круга кривизны в точке х соотношением k = 1/ R. Круг кривиз­
ны является предельным положением круга, проходящего через 3 точ­
ки х = x(s), х 1 = x(s + ds) и х_ 1 = x(s- ds) при стремлении точек х1 
и х_ 1 к точке х. 

С каждой неособой точкой кривой х = x(t) аффинной плоскости Е2 

Картаи связывал коническое сечение, которое является пределом ко­

нического сечения, проходящего через 5 точек х = x(t), х 1 = x(t + dt), 

х2 = x(t + dt + ~d2 t), х_ 1 = x(t- dt) и х_2 = x(t- dt- ~d2 t) при 
стремлении точек х 1 , х2, х_ 1 и Х-2 к точке х. Диаметр этого кониче­

ского сечения, проходящий через точку х, Картаи называл аффинной 
нормалью кривой в точке х. Вектор е 1 канонического репера направлен 
по касательной к кривой, вектор е2 - по ее аффинной нормали. 

Деривационные формулы имеют вид 

(5.25) 

где а-аффинная длина дуги, k-аффинная кривизна кривой. В слу­

чае, когда k = О, коническое сечение является параболой, когда k < О, оно 
является эллипсом, когда k > О- гиперболой. 

Картаи показал, что аффинную нормаль можно определить также 

как касательную в точке х к линии, являющейся геометрическим местом 

середин хорд кривой, параллельных касательной к ней в точке х. 



Многомерные поверхности в евклидовом пространстве !59 

Кривыми постоянной аффинной кривизны являются конические се­

чения. 

С каждой неособой точкой кривой х = x(t) проективной плос­

кости Р2 Картав связывал коническое сечение, которое является 
пределом конического сечения, проходящего через 5 точек х = x(t), 

х, = x(t + dt), х2 = x(t + dt + ~d2 t), х3 = x(t + dt + ~d2 t + ~d3 t) 
и х4 =x(t + dt + ~d2t + ~d3 t + ~d4 t) при стремлении точек х 1 , Xz, Хз 
и х4 к точке х. Точка е 1 канонического репера расположена на ка­

сательной к кривой в точке х, точка е2 этого репера расположена на 

поляре точки е 1 относительно построенного конического сечения. Картав 
называл эту поляру проективной нормалью кривой в точке х. Под 

точками х, е 1 и е2 Картав имел в виду аналитические точки. 

Деривационные формулы канонического репера, в котором точку х 

мы будем обозначать ео, имеют вид 

de2 ([;; = -ео- ke 1, (5.26) 

где а-проективная длина дуги, k-проективная кривизна кривой. 

Проективную нормаль можно также определить как касательнук• 

в точке ео к линии, являющейся геометрическим местом четвертых гар­

монических точек дЛЯ точки е 1 и точек пересечения всех прямых, прохо­

дящих через точку е 1 , с кривой. 

Кривыми постоянной проективной кривизны являются конические се­

чения. 

В работе [ 14 7 а] Карта н рассмотрел теорию плоских кривых на изо­
тропной плоскости J2. В этой работе Картав связывал с каждой точкой х 
кривой на плоскости /2 репер, состоящий из единичного касательного 
вектора е 1 и из единичного вектора ez, направленного по изотропной 
прямой этой плоскости, и вывел формулы Френе в виде 

dez =О 
ds · 

Кривыми постоянной кривизны на изотропной плоскости являются цик­

лы, имеющие вид парабол, диаметры которых - изотропные прямые 

плоскости JZ. 

Многомерные поверхности в евклидовом пространстве 

В книге « Риманова геометрия в ортогональном репере» [1 08а] Кар­
тав рассматривал некоторые вопросы теории р-мерных поверхностей VP 



!60 Глава 5. Метод nодвижного penepa и дифференциальная геометрия 

в п-мерных римановых пространствах vn и, в частности, в евклидоном 

пространстве Rn. Рассмотрим более подробно эту теорию. 
Свяжем с каждой точкой х р-мерной поверхности VP пространства Rn 

семейство ортанормированных реперов, векторы е; (i = 1, 2, ... , р) ко­
торых лежат в плоскости Тх( VP), касательной к поверхности VP, а век­
торы eu (и= р + 1, ... , n)- в его нормальной плоскости Nx(VP). Тогда 
поверхность VP определяется системой уравнений Пфаффа 

l.Uu =О, 

а формы ы; линейно независимы на поверхности VP. Квадрат линейного 
элемента поверхности VP имеет вид ds2 = 2.:: ыт, эту форму называют 

i 
первой квадратичной формой поверхности VP. 

Дифференцируя внешним образом уравнения Ыи = О с помощью урав­
нений структуры (5.12), получим 

(5.27) 

Отсюда, применяя лемму Картана, найдем 

{i)ui = L buijl.Uj, buij = buji· (5.28) 
j 

Коэффициенты buii являются координатами векторов bii = 2.:: bu;jeu. Из 
и 

деривационных формул (5.25) следует, что на поверхности VP 

dx= L:ы;е;, d
2
x= L(dы; + LЫil.Uij)e; + LLЫ;Ыu;eu. (5.29) 

i j и 

Поэтому квадратичные формы 

Cj)u = L l.U;l.Uui = L L buijl.Uil.Uj 
j 

(5.30) 

определяют отклонение поверхности VP от ее касательной плоскос­

ти Tx(VP). 
Квадратичную форму ер= 2.:: cpueu = 2.:: 2.:: b;jl.Uil.Uj называют второй 

и i i 
квадратичной формой поверхности VP. 

Рассмотрим на поверхности VP кривую х = x(s), на которой в каче­
dх 

стве параметра выбрана длина дуги s. Вектор -d =а =,Е а;е; будет ее 
s i 

единичным касательным вектором. Так как а= ~~, в силу (5.29) для этой 
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кривой получим 

d
2
x da (da; Ыj) 

ds2 = ds = L ds + L ai ds е;+ L L b;iaiai. (5.31) 
2 i i i i 

Вектор d ~ является вектором кривизны кривой х = x(s). Форму­
ds 

л а (5.31) дает его разложение на тангенциальную и нормальную состав-
ляющие. Поэтому вектор нормальной кривизны этой кривой записы-

вается в виде 

(5.32) 
i 

Отсюда видно, что вектор kп зависит только от направления каса­

тельной к кривой х = x(s). 
Линейная оболочка множества векторов kп совпадает с линейной 

оболочкой системы нормальных векторов b;i и определяет главную нор­
маль Nx(VP) поверхности VP. Ее размерность р 1 < miп{п- р, р(р + 1)/2}. 
Прямая сумма главной нормали и касательной плоскости Tx(VP) назы­
вается первой соприкасающейся плоскостью T~(VP) поверхности VP 
в точке х, ее размерность dim Т~( VP) = р + р 1• 

Если Р1 ~ р, то при изменении касательного вектора а в плос­

кости Tx(VP) конец вектора kп описывает в главной нормали Nl(VP) 
(р - !)-мерную алгебраическую поверхность, которая называется ин­

дикатрисой кривизны. При Р1 < р конец этого вектора описывает 

замкнутую область в плоскости Nx(VP); эта область называется об­

ластью кривизны. В общем случае индикатрисы кривизны р-мерных 

поверхностей являются веронезеанами и квазиверонезеанами. 

В качестве примера, следуя Картану, рассмотрим двумерную поверх­

ность V2 в пространстве Rn. В этом случае р 1 ~ 3, а = е 1 cos t + е2 sin t 
и формула (5.32) принимает вид 

kп = Ь 11 cos2 t + 2Ь 12 cos t sin t + Ь22 sin2 t = 

= ьll + ь22 + Ь sin 2t + ьll - ь22 cos 2t 2 12 2 . (5.33) 

Отсюда видно, что если Р1 равняется 2 или 3, то конец вектора kп 
описывает в главной нормали Nl(V2) эллипс, центр которого определя­
ется вектором (bll + b22)j2, а векторы Ь12 и (bll - b22)j2 направлены по 
двум его сопряженным диаметрам. Этот эллипс Картаи называл эллипсом 

кривизны поверхности V2• Если р 1 = 1, то конец вектора kп описывает 
на одномерной главной нормали Nl(V2) отрезок, называемый отрезком 
кривизны. Концы этого отрезка соответствуют главным направлениям 

поверхности V2• 
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Поверхность VP размерности р в пространстве Rn определяется 

с произволом в n - р функций р вещественных переменных. За эти 

функции в общем случае можно принять функции, выражающие коорди­

наты Хи точки х этой поверхности через координаты х;, принимаемые за 

независимые переменные. 

Проиллюстрируем применение критерия Картэна при исследова­
нии системы уравнений Пфаффа <iJu =О, определяющей поверхность VP 
в пространстве Rn. Характер s 1 этой системы равен числу независимых 

квадратичных уравнений (5.27), полученных внешним дифференцирова­
нием системы уравнений <iJu =О, ввиду чего s 1 = n - р. Ранги г; систем 

линейных уравнений, определяющих (i + !)-мерные интегральные эле­
менты, равны г; = i(n - р). Поэтому все остальные характеры s; =г;- г;_ 1 
также равны n - р. Сумма характеров s 1 + s2 + ... + Sp = q равна 
числу p(n - р) независимых форм <iJui· Число Картэна равно 

р(р + l)(n- р) 
Q=s1 +2s2 + ... +psp=(l+2+ ... +p)(n-p)= 2 · 

Число Q совпадает с числом N независимых коэффициентов buij. Так 
как Q = N, то в силу критерия Картава система (5.27) находится в инво­
люции и произвол ее решения равен Sp =n-р функций р вещественных 

переменных, что соответствует указанному выше произволу существова­

ния поверхности VP общего вида в пространстве Rn. 

Минимальные поверхности 

В книге [ 1 08а] Карта н рассматривал .минимальные поверхности V2 

в евклидовом пространстве R4; условие минимальности состоит в тре­
бовании равенства нулю вариации площади поверхности. Это условие 

записывается в виде ~ j <iJJ л <iJ2 = О. Из этого условия вытекает, что 
вектор (Ь 11 + Ь22)/2 равен О, т. е. центр эллипса кривизны минимальной 
поверхности совпадает с ее точкой х. 

1 
Для поверхности VP пространства Rn вектор Ь = - 2.:: Ь;; был на-

Р ; 
зван Энрико Бомпиани (1889-1975), одним из основателей многомерной 
дифференциальной геометрии, вектором средней кривизны. При р > 2 
равенство Ь =О также характеризует минимальные поверхности VP. 

Однако минимальные поверхности V2 пространства R4 замечатель­
ны еще и тем, что они обладают комплексной структурой, что не имеет 

места для минимальных поверхностей VP при р > 2: всякую гладкую 
минимальную поверхность V2 в пространстве R4 можно рассматривать 
как вещественную реализацию аналитической кривой у на комплексной 

эрмитовой евклидавой плоскости <CR2• 
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Обобщая это свойство минимальных nоверхностей V2 в простран­
стве R4 , мы придем к понятию сильно минимальных поверхностей V2P 

в евклидавам пространстве R2"; для этого рассмотрим комплексное эрми­
тово евклидово пространство CRn, изометричное пространству R2n, и ана­
литическую поверхность ГР в пространстве CR11 . За векторы ezk-l репера 
пространства R2n примем векторы Ek унитарно ортанормированного ре-

- Q 
пера nространства CRn, а за векторы ezk репера пространства R~n- про-

изведения Eki. Тогда дифференциальные формы I.U11J, входящие в уравне­

ния движения репера в пространстве R211 , помимо условий I.Ufk = -I.Ukf, 

будут связаны также условием 

I.UZ!-l.Zk-!=I.Uzf.Zk, I.Uzf-l,Zk=-I.Uzf.Zk-1 (k,/=1,2, ... ,n). (5.34) 

Заметим, что число соотношений (5.34), напоминающих условия Ко­
ши-Римана (4.4), равно разности п(2п + 1) - n(n + 2) размерностей 
груnп движений nространств R2n и cR.n. 

С каждой точкой поверхности V2P пространства R2n, являющейся ре­
ализацией аналитической поверхности ГР пространства cR.n, свяжем ор­
тонормированный репер, состоящий из векторов ezl-l, ez1 (l = 1, 2, ... , р), 
лежащих в касательной плоскости Тх( V2P), и из векторов ezu-l, ezu 

(и = р + 1, ... , n), лежащих в нормальной плоскости Nx(V2P). Тогда 
поверхность V2P определяется системой уравнений Пфаффа 

I.UZu-l = I.Uzu = О. 
Дифференцируя уравнение (5.35) внешним образом, получим 

L(I.Uzi-l Л I.Uzи-1,2i-l + I.Uz; Л Ы2и-1,2i) =О, 
i 

'2:(1.U2i-l Л <i>zи.Zi-1 + I.Uz; Л I.Uzu.z;) =О. 
i 

(5.35) 

(5.36) 

Так как формы I.Uzi-1 и <i>z; линейно независимы на nоверхности V2P, 

то, применяя лемму Картава, найдем 

I.Uzи-I.Zi-1 = 2::)bzu-1,2i-1,2i-1I.U2j-1 + bzи-1,2i-1.2ji.Uz;). 
i 

I.Uzu-1,Zi = 2)bzu-l,Zi,2j-li.U2j-l + bzu-l,Zi,Zji.Uz;), 

i 

I.Uzu,Zi-1 = L(bzu,Zi-l,Zj-JЫZj-1 + bzu,2i-l,2ji.Uz;). 
j 

Ыzu,Zi = L(bzu,Zi,Zj-li.UZj-l + hzи.Zi,Zji.UZ;), 

(5.37) 
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где bu;; = buji· В силу условий (5.34) найдем еще следующие соотношения 
между коэффициентами bui( 

bzи-1,2i-1.2j-1 = bzи-1,2j-1.2i-l = bzu,2i,2j-1 = bzu.2j-1,2i = 
= -bzu-1,2i,2j = -bzu-1,2j,2i· 

bzu.2i.2j = bzu.2j,2i = bzи-1.2i-1.2j == bzu-I.Zj.Zi-1 = 

= -bzu.Zi-I.Zj-1:::::: -bzu.2j-1.2i-1· 

Из этих соотношений вытекает, в частности, что 

l::(bzu-1,2i-1.2i-l + b2u-1.2i,2i) == L(bzu.2i-1.2i-l + bzu.Zi.Zi), 

(5.38) 

(5.39) 

т. е. вектор средней кривизны сильно минимальной поверхности равен 

нулю, как и у всякой минимальной поверхности. 

Аналитическая поверхность ГР в пространстве CRn определяется 
n - р аналитическими функциями р комплексных переменных. Но чтобы 
задать каждую из этих функций, достаточно задать две вещественные 

аналитические функции от р вещественных переменных. Поэтому сильно 
минимальная поверхность V2P евклидова пространства R2n существует 
с произволом в 2(n - р) функций р вещественных переменных. Этот ре­

зультат можно получить также с помощью применения критерия Картана 

к системе уравнений Пфаффа (5.35). Характер s 1 этой системы равен 

числу линейно независимых внешних квадратичных уравнений (5.36), 
т. е. s1 = 2(п- р). Ранги г; систем линейных уравнений, определяющих 

(i + !)-мерные интегральные элементы, равны г;== 2i(n- р), ввиду чего 

остальные характеры s; = r; - Г;- 1 также равны s == 2(n - р). Сумма 
характеров s 1 + s2 + ... + Sp = q равна числу 2p(n - р) независимых 

форм U>2u-1,2i-J и U>zи.2i-l. Число Картана 

Q = s1 + 2sz + ... + psp = р(р + I~(n - р) 

совпадает с числом N независимых коэффициентов buij· Так как Q = N, 
то система уравнений Пфаффа (5.35) находится в инволюции и произвол 
решения этой системы, т. е. произвол существования сильно минималь­

ной поверхности V2P в пространстве R2n, равен Sp = 2(п - р) функциям 
р вещественных переменных. 

Изотроnные nоверхности 

Работа Картана «Изотропные поверхности гиперквадрики в про­

странстве 7 измерений» [ 177], опубликованная впервые авторами этой 
книги в 1995 г. с комментариями [АР], посвящена дифференциальной 
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геометрии двумерных изотропных поверхностей на абсолюте псев­

доэллиптического пространства sr. Этот абсолют можно рассматривать 
как псевдоконформное пространство С~. 

Изотропными поверхностями Картан называл такие двумерные nо­

верхности на абсолюте пространства sr, что все касательные плоскости 
к ним являются плоскими образующими абсолюта. Поэтому через каж­

дую из этих двумерных плоскостей проходит одна трехмерная плоская 

образующая абсолюта первого и второго семейства. 

Название «изотропные поверхности» объясняется тем, что в псевдо­

евклидовом пространстве R~, дополнением которого бесконечно удален­
ной и идеальными точками является nространство cg, эти nоверхности 
представляют собой изотропные nоверхности nсевдоевклидова nростран­

ства, т. е. длины дуг всех линий на этих поверхностях равны нулю. 

В случае абсолюта nространства SI формула (5.4) принимает вид 

(5.40) 

С каждой точкой изотроnной поверхности Картав связывал репер, со­

стоящий из аналитических точек Ао, А 1 , ••• , А7, причем (А;, Aj) = 1, ес­
ли i + j = 7, и (А;, Aj)::::: О во всех остальных случаях. Отсюда следует, что 
все точки А; лежат на гиnерквадрике (5.40) и все nрямые A;A?-i взаимно 
полярно соnряжены относительно этой гиперквадрики. Репер выбирается 

так, что его точка Ао совпадает с данной точкой изотропной nоверхности, 

точки А, и А2 лежат на касательной плоскости к поверхности в точке А0 , 
точки Аз и А4 лежат в трехмерных плоских образующих разных семейств 
гиперквадрики, проходящих через касательную nлоскость, точки А5 и А6 
лежат в касательной гиперплоскости к гиперквадрике в точке А0 . Точ­

ка А7 лежит вне касательной гиnерnлоскости в точке А0 . 

Дифференцируя соотношения (А;, Aj) = 1, Картаи получил уравнения 

i.JJ?-i,i + i.JJ?-i,i =О. (5.41) 

в nространстве sr, как и в пространстве 57 , имеет место прин­
цип тройственности, открытый Картавом в работе [82]. Подобно 
Э. А. Вейссу, который в работе [Wes] интерпретировал принцип трой­
ственности пространства 5~ с помощью биоктонионов нулевого модуля, 
Картав в работе [177] интерпретировал принцип тройственности про­
странства S~ с помощью антиоктонионов нулевого модуля. В обеих 
этих интерпретациях точки и трехмерные плоские образующие абсолю­

тов семимерных nространств изображаются элементами нулевого мо­

дуля алгебр СО и О', причем если точки абсолютов изображаются 
элементами А алгебр СО и О', то трехмерные плоские образующие этих 
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абсолютов, принадлежащие к одному семейству, определяются урав­

нениями АВ = О, а трехмерные плоские образующие этих абсолютов, 

принадлежащие к другому семейству, определяются уравнениями СА = О, 
где В и С - элементы тех же алгебр. Поэтому если рассматривать 

аналитические точки А; как элементы алгебры 0', то трехмерная плоская 
образующая АоА 1А2Аз определяется антиоктонионом Во, удовлетворя­
ющим условиям 

АоВо = А1 Во= А2Во = АзВо =О, 
а трехмерная плоская образующая АоА1А2А4 определяется антиоктони­
оном С0 , удовлетворяющим условиям 

СоАо = СоА1 = СоА2 = СоА4 =О. 
Две трехмерные nлоские образующие абсолюта nространства 5~, при­
надлежащие к разным семействам и представляемые элементами В и С 

алгебры О', пересекаются в точке, представляемой элементом А, в случае, 
когда ВС = А, и nересекаются по двумерной плоскости в случае, ко­

гда ВС =О. Две точки абсолюта, представляемые элементами А 1 и А2, ле­
жат на одной прямолинейной образующей в случае, когда А1А2+А2А1 =0. 
Две трехмерные плоские образующие абсолюта, принадлежащие к одно­

му семейству и представляемые элементами В1 и В2 или С 1 и С2, пересе­
каются по прямолинейной образующей в случае, когда В 1 В2 + BzB1 =О 
или cl Cz + CzCI =о. 

Уравнения Пфаффа изотропной поверхности имеют вид 

(5.42} 

Дифференцируя первые 4 из этих уравнений внешним образом, Кар-
таи получил уравнения 

d(J)зo = (,)10 1\ (,)31 + (,)20 1\ (,)32 =О, (5.43) 

d(,)4o = (J)ю 1\ (,)41 + (J)2o 1\ (,)42 =О, (5.44) 

d(J)5o = (,)10 1\ (,)51 =О, (5.45} 

d(J)oo = (,)20 1\ (,)62 =О. (5.46) 

Так как в силу уравнений (5.4 1) (,)51 =(,)52, из уравнений (5.45) и (5.46) 
следует, что 

{,}5( = (,)62 = о. (5.4 7) 

Дифференцируя уравнение (5.47) внешним образом, мы получим со­
отношения 
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ко1орые в силу соотношений (5.41) приводятся к виду 

с.>з1 А с.>42 + с.>41 1\ с.>з2 =О. 

167 

(5.48) 

Поэ1ому замкнутая системэ дифференциальных уравнений, определяю­

щая изотропную поверхность V2 пространства cg, состоит из уравнений 
Пфаффа (5.42) и (5.47) и из квадратичных соотношений (5.43), (5.44) 
и (5.48). Исследование этой системы с помощью критерия Картава по­
казывает, что так как в квадратичные соотношения входят новые фор­

мы с.>з1, с.>з2. с.>41, с.>42. т. е. их число q = 4, а число независимых квадра­
тичных соотношений s 1 = 3, то второй характер Картана s2 = q- s 1 = 1, 
число Картана Q = s, + 2s2 = 5. Применяя лемму Картана к соотноше­
ниям (5.43) и (5.44), Картаи получал равенства 

с.>зJ = ас.>1о + Ьс.>2о. с.>з2 = Ьс.>1о + сс.>2о. 
с.>41 =а' с.>1о + Ь' с.>2о. с.>42 = Ь' с.>1о +с' с.>2о-

(5.49) 

Подставляя разложения (5.49) в уравнение (5.48), Картаи получил соо•­
ношение 

ас' + са' - 2ЬЬ' = О. (5.50) 

Поэтому произвол наиболее общего интегрального элемента изотроп­

ной поверхности V2 равен N = 6- 1 = 5. Так как N = Q, система урав­
нений Пфаффа (5.42) и (5.47), определяющая поверхность V2, находится 
в инволюции, и так как s2 = 1, произвол решения этой системы, т. е. про­
извол существования изотропной поверхности V2 пространства с~. равен 
одной функции двух вещественных переменных. 

Так как дифференциал аналитической точки Ао, касательный к по­

верхности V2, равен dAo = с.>ооАо + с.> 1 оА1 + с.>2оА2, то второй диффе­
ренциал этой точки по модулю касательной плоскости к поверхности V2 

равен d2 Ао = 2:2: c.>юc.>u;Au. i = 1, 2, и = 3, 4, ... , 7, но в силу уравне-
; и 

ний (5.42) и (5.47), мы имеем по модулю касательной плоскости 

(5.51) 

Отсюда следует, что соприкасающаяся плоскость Tl ( V2) изотропной 
поверхности V2 определяется точками А0 , А 1 , А2, Аз, А4 и, следователь­
но, четырехмерна, в то время как в общем случае соприкасающаяся плос­

кость поверхности V2 в пространстве pn, n > 5, пятимерна. Соприкасаю­
щаяся плоскость изотропной поверхности V2 совпадает с четырехмерной 
плоскостью, содержащей две трехмерные плоские образующие абсолюта 
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пространства S~, проходящие через касательную плоскость к поверхно­
сти V2

• 

Коэффициенты при точках Аз и А4 в выражении ( 5.51) являются 
квадратичными формами Фз = 2: (J)ю(J)з; и Ф4 = 2: Wю(J)4i· Подставляя 

i i 
в эти выражения соотношение (5.49), мы получим выражения этих форм 
в виде 

Фз = a(.,)ro + 2b(.,)l0(.,)20 + С(.,)~О· ф4 =а' (.,)ro + 2Ь' (.,)10(.,)20 +с' (.,)~О· (5.52) 

Формы (5.52) определяют на изотропной поверхности V2 сети Фз =О 
и Ф4 =О, называемые сетями (I) и (II). В том общем случае, когда урав­
нения Фз =О и Ф4 =О не имеют общих корней и пары точек, определяе­
мые этими уравнениями на прямой А 1А2 , не имеют общих точек, Картан 

определял на поверхности V2 сеть (III), «гармоническую по отношению 
к сетям (1) и (Il)», т. е. определяющую на прямой А 1 А2 пару точек, ко­
торые гармонически делят обе пары точек этой прямой, определяемые 

сетями (I) и (II). Формы Фз и Ф4 можно одновременно привести к алгеб­
раическим суммам квадратов, в которых Ь = Ь' = О, а = с = а' = -с' = 1. 
В настоящее время сеть (lll) называется сопряженной сетью поверх­
ности V2. в этом случае 

(5.53) 

и формы (5.52) принимают вид 

Фз = (.,)lo +(.,)§о, (5.54) 

Касательные к каждому семейству линий сети (III) образуют днупарамет­
рическое семейство прямых линий. В общем случае двупараметрическое 

семейство прямых в пространстве pn при n ~ 5 обладает тем свойством, 
что предельные положения трехмерных плоскостей, проходящих через 

прямую линию семейства и бесконечно близкую к ней прямую семей­

ства, при стремлении второй прямой к первой принадлежат некоторой 

пятимерной плоскости. Однако в данном случае предельные трехмер­

ные плоскости, определяемые прямыми днупараметрического семейства, 

не порождают пятимерную плоскость, а совпадают между собой. По­

этому окрестности прямых линий этих семейств обладают структурой, 

подобной структуре окрестности прямой линии в конгруэнции прямых 

пространства Р3 , и на каждой прямой такого семейства имеются два 
фокуса- точки пересечения этой прямой с бесконечно близкими пря­

мыми семейства. Эти бесконечно близкие прямые являются прямолиней­

ными образующими развертывающихся поверхностей этого семейства, 
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и через каждую nрямую семейства проходят две такие развертываю­

щиеся поверхности. Двупараметрические семейства, обладающие этим 

свойством, называются фокальными семействами. Один из фокусов 

на каждой прямой этого семейства совпадает с точкой Ао. Поместим 

точки А 1 и А2 во вторые фокусы касательных к линиям соответственно 
первого и второго семейства, и выберем точки А 1 и А2 таким образом, что 
точки А о, А 1, А2, Аз + А4 и А о. А 1, А2. Аз - А4 по рождают предельные 
трехмерные плоскости, определяемые прямыми соответственно первого 

и второго семейства. Фокусы А 1 и А2 nорождают поверхности 'V2 и "V2, 
nолучаемые из изотроnной поверхности V2 преобразованиями Лапласа. 
Эти nоверхности также находятся на абсолюте nространства 5~, но не 
являются изотропными. Поэтому их можно рассматривать как неизо­

троnные nоверхности nространства С~. Картаи ввел на поверхности V2 

систему криволинейных координат и, v, координатными линиями которой 
являются линии сети (111), причем dи = c.>to, dv = с.>2о. и таким образом 

построил канонический репер. 

Картаи рассматривал также классы изотроnных поверхностей. В слу­

чае, когда фокусы At и А2 порождают не nоверхности, а линии, Картаи 
выразил все точки А; как функции аналитических точек U и V, зависящих 
соответственно только от переменных и и v. Эти выражения для точек 
канонического репера имеют вид 

A0 =U+V, At=U', A2=V', 

Аз + А4 = U", Аз - А4 = V", 

А5 = U"' /2, АБ =-V"' /2, А1 = U(iv) /2 =-y(iv) /2. 

(5.55) 

Построив канонические реперы, Картаи нашел полную систему ин­

вариантов, определяющую изотропную поверхность V2 на абсолюте про­
странства 5~ С ТОЧНОСТЬЮ ДО ДВИЖеНИЯ ЭТОГО ПрОСТраНСТВа, Т. е. С ТОЧНО­
СТЬЮ ДО конфорМНОГО преобразования простраНСТВа С~. 

Изгибание многомерных nоверхностей. 

Многомерные nоверхности в nроективном пространстве 

Ряд работ Картана посвящен изгибанию многомерных поверхностей 

в различных однородных пространствах. 

Первой из этих работ была статья «деформация гиперповерхностей 

в вещественном евклидовом пространстве n измерений» {47]. В силу 
известной теоремы Рихарда Беэца ( 1827 -1902), в общем случае ги­

перповерхности пространства Rn при n > 3 неизгибаемы, т. е. всякие две 
изометричные гилерповерхности можно совместить движением простран-
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ства. В работе Картава рассматриваются случаи, когда гиперповерхности 
пространства Rn при n > 3 изгибаемы. 

В статье «деформация гиперповерхностей вещественного конформ­
ного пространства n ) 5 измерений» [48] Картав решил аналогичную 
задачу для пространства сп. 

В том же 1916 г., когда вышла статья Картава [47], Г. Фубини ввел 
понятие проективной наложимости поверхностей. Это понятие было 

nрименено Картавом в 1920 г. в статье «0 nроективной деформации 
поверхностей» [54]. 

В докладе «Об общей nроблеме деформации» [55] Картан оnределил 
также проективное изгибание прямолинейных конгруэнций и комплексов 

в пространстве р3 и заметил, что с помощью перенесений Плюккера эта 
задача сводится к задаче конформного изгибания двумерных и трехмер­

ных nоверхностей пространства С~. 
В статье «0 многообразиях постоянной кривизны евклидона или 

неевклидова пространства» [51, 52] Картан рассмотрел задачу изгибания 
поверхностей пространств Rn, sп и нп. 

При изучении изгибания поверхностей в пространствах Rn, sп и нп 
выяснилось, что в этой теории большое значение имеют проективные 

свойства поверхностей, т. е. свойства, сохраняющиеся при проективных 

преобразованиях пространства. Поэтому в главе IV работы [51, 52] Кар­
тав рассматривал р-мерные поверхности VP пространства pn. 

С каждой точкой поверхности VP nространства pn Картав связывал 
подвижный репер, точка ео которого совпадает с точкой х поверхности, 

точки е;, i = 1, 2, ... , р, находятся в касательной плоскости Tx(VP), а 

точки eu. и= р + 1, ... , n, находятся вне этой плоскости. Если мы обо-
значим формы Пфаффа U>ko в деривационных формулах (5.8) через U>k, то 

уравнения Пфаффа, определяющие поверхность VP в пространстве pn, 
будут иметь тот же вид U>u = О, что и в пространстве Rn, их внешние 
дифференциалы будут иметь вид (5.27) и, применяя лемму Картава, мы 
получим соотношения (5.28). Картан называл формы (5.30) асимптоти­
ческими формами поверхности VP. Пучок этих форм, т. е. совокупность 
их линейных комбинаций, обладает проективной инвариантностью и не 

зависит от метрических свойств поверхности VP. Аналогично, первая со­
прикасающаяся плоскость T1(VP), определенная для поверхностей VP 
в евклидоном пространстве Rn, также проективно инвариантна. Если по­
местить точки е;, i=p+ 1, ... , р+р 1 , на эту соприкасающуюся плоскость, 

то асимптотические формы cpp+i станут линейно независимыми, а фор­
мы срл, Л > р + Р1, тождественно обратятся в нуль. Затем Картан опре­
делял асимптотические и сопряженные направления на поверхности VP. 
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Подобным же образом Картаи оnределил солрикасающиеся nлос­

кости r;(VP), k > 1, и лучки асимnтотических дифференциальных форм 
высших nорядков и установил связи между ними. Далее возникает за­

дача о лроективной классификации многомерных nоверхностей по тиnу 

их лучков асимnтотических дифференциальных форм того или иного nо­

рядка. 

В качестве nервого nримера Картаи рассмотрел nоверхности, на ко­

торых асимnтотические формы nервого nорядка nриводятся к виду 

<pp+i = (J}r, i = 1, 2, ... , р; <рл =О, Л> 2р. 

В настоящее время такие nоверхности называются многообразиями 

Картана. На этих nоверхностях имеется соnряженная сеть, а их солри­

касающиеся nлоскости T1(VP) имеют размерность 2р. Картав исследовал 
систему уравнений Пфаффа, оnределяющую такие nоверхности, и до­

казал, что они существуют с лроизволом s2 = р(р - 1) функций двух 
вещественных леременных. 

Картаи рассматривал также тангенциально вырожденвые nоверхно­

сти VP, касательные nлоскости Тх( VP) которых зависят от q < р ларамет­
ров. Число q называется рангом тангенциально вырожденной nоверхно­
сти. Асимnтотические квадратичные формы такой nоверхности выража­

ются через q линейно независимых форм (J}a и имеют вид 

<pu = L L buaЬ(J}a(J}ь, а, ь = 1, 2, ... , q. 
а Ь 

Вnоследствии было доказано, что тангенциально вырожденная nоверх­

ность расслаивается на q-лараметрическое семейство (р - q)-мерных 

плоскостей, вдоль каждой из которых касательная nлоскость Tx(VP) 
остается постоянной. 

Картаи рассмотрел два класса тангенциально вырожденных nоверх­

ностей. Для первого из них асимптотические формы nриводятся к виду 

<pp+a=U>~, a=I,2, ... ,q; <р=О, Л>р+q. 

При q > 1 такие nоверхности зависят от s2 = q(q- 1) функций двух 
вещественных леременных. При q = 1 эти поверхности являются огиба­
ющими однолараметрического семейства р-мерных nлоскостей и зависят 

от s 1 = n - 1 функций одного вещественного леременного. 
Второй класс характеризуется тем, что среди форм <pu имеется макси­

мально возможное число q(q + 1)/2 линейно независимых форм. В этом 
случае nри q > 1 nоверхность VP nредставляет собой конус с (р- q- !)­
мерной вершиной и с (р - q)-мерными nлоскими образующими. 



172 Глава 5. Метод подвижного репера и дифференциальная геометрия 

Эти результаты Картана получили дальнейшее развитие в работах 

многих геометров. М. А. Акивис в статье [АкЗ] и Вячеслав Тимофее­

вич Базылев ( 1919-1989) в статье [Баз] рассмотрели поверхности VP 
пространства pn, все асимптотические квадратичные формы которых од­
новременно приводятся к сумме квадратов. Такие поверхности, так же 

как и многообразия Картана, обладают сопряженной сетью, но их со­

прикасающиеся плоскости n ( VP) имеют размерность, не превосходя­
щую 2р. Для таких поверхностей находятся условия голономности их 

сопряженной сети (для многообразия Картана эта сеть всегда голоном­

на), а также условия принадлежности поверхности VP соприкасающейся 
плоскости T}(VP). 

Поверхности VP пространства pn, обладающие сопряженными си­
стемами с многомерными компонентами, рассматривались Валерием Ви­

тальевичем Рыжковым (1920-1995) в работе [Рыl] и М.А.Акивисом 
в работе [Ак6]. 

Детальному изучению тангенциально вырожденных поверхностей по­

священы работы [Ак2] и [Ак5] М. А. Акивиса, [Са57] и [СабО] С. И. Са­
вельева и [Ры2] В. В. Рыжкова. В частности М. А. Акивис изучил стро­

ение фокальных образов (р - q)-мерной плоской образующей танген­

циально вырожденной поверхности размерности р и ранга q, а в ра­

боте [Ак9] он показал, что с фокальными свойствами тангенциально 

вырожденных поверхностей связано строение регулярных сильно пара­

болических поверхностей в евклидовом и неевклидовых пространствах. 

Юло Гориевич Лумисте (р. 1929) в работе [Лу] доказал, что в об­
щем случае п-мерные поверхности с асимптотическими полями р-мер­

ных направлений обладают (п - р)-параметрическим семейством р-мер­

ных плоских образующих. В работе [Лу] рассматриваются также по­
верхности с полной системой асимптотических направлений, оценивается 

размерность их соприкасающихся плоскостей и описывается их стро­

ение. 

Филипп А. Гриффите (р. 1938) и Джозеф Харрис (р. 1951) в ра­
боте «Алгебраическая геометрия и локальная дифференциальная гео­

метрия» [GrH] изучали определенные Картанам пучки асимптотических 
дифференциальных форм поверхностей VP методами алгебраической гео­
метрии. Главной целью этой работы является изучение поверхностей, 

проективная структура которых не является общей, в частности тан­

генциально вырожденных поверхностей, поверхностей с вырожденны­

ми формами Чжэня и с вырожденными многообразиями бисекант. Это 

исследование позволяет изучить не только локальное, но и глобалыюе 

строение рассматриваемых поверхностей. 
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Новый шаг в вопросе о проективной классификации многомерных 

поверхностей сделан М. А. Акивисом в докладе [Ак\0]. Пусть PN~(VP) = 
= n ( VP)/Tx( VP)- «Проективная нормаль» поверхности VP' представля­
ющая собой проективное пространство размерности р 1 - 1, а РТх( VP)­
проективизация ее касательной плоскости. Рассмотрим отображение 

Ь: PTx(VP) --+ PN~(VP), определяемое формулой у11 = 2:, 2:, b11;jXiXj. Это 
i j 

преобразование можно представить в виде произведения преобразова­

ний Ь = р о v, где v: Тх( VP) --+ pm, т = р(р + 1 )/2 - 1, является отоб­
ражением Веронезе z;i = x;xi, ар: pm--+ PNl(VP) -линейное преобра-

зование Уи = 2:, 2:, buijZii· Произвольвые проективные преобразования 
i i 

пространства РТх( VP) индуцируют проективные преобразования про­

странства pm, переводящие в себя веронезеану W, определяемую па­
раметрическими уравнениями Z;j = x;xi, а также алгебраические по­

верхности Wk, уравнения которых представляют собой равенства ранга 
матрицы (z;i) числам k = 2, 3, ... , р - 1. Эти поверхности образуют 

фильтрацию f: W1 с W2 с ... с Wp-1 с pm. Отображение р облада­

ет ядром К = ker р, являющимся подпространством пространства pm 
размерности т - Pl - 1. Точкам, принадлежащим пересечению К n W1, 

соответствуют асимптотические направления поверхности VP, а точкам, 

принадлежащим пересечению К n W2 - пары сопряженных направле­

ний. Проективная структура пучка асимптотических квадратичных форм, 

а следовательно, и поверхности VP, определяется положением ядра К 
относительно фильтрации f в пространстве pm. Подобное построение 
можно провести также для соприкасающихся плоскостей и пучков асимп­

тотических дифференциальных форм более высоких порядков. 

М. А. Половцева в диссертации [Пол] применила этот метод для 
исследования и классификации трехмерных поверхностей V3 простран­
ства pn. Для поверхности V3 размерность соприкасающейся плоско­
сти Т1 ( V3) равна 3 + р 1, где р 1 ~ 6. Так как случаи р 1 = 1, 2 изучались 
достаточно подробно раньше, то в работе [Пол] рассматриваются только 

случаи Pl = 3, 4, 5, 6. При Pl = 5 пучки асимптотических квадратичных 
форм для всех поверхностей V3 принадлежат одному классу. Поэтому 
проективная классификация поверхностей V3 в этом случае определяется 
строением пучка кубических асимптотических форм, принадлежащего 

окрестности третьего порядка точки поверхности V3 . В случаях, ко­
гда р = 5, 4, 3, имеются соответственно 3, 8 и 15 классов пучков асимп­
тотических квадратичных форм. Каждый из этих классов определяет 

проективно инвариантный класс поверхностей V3. Для каждого из этих 
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классов изучается геометрическое строение поверхностей V3 , указыва­
ется наличие на них сопряженных пар и асимптотических направлений 

и оценивается размерность соприкасающихся плоскостей порядка выше 

первого. Для случая n = 3 + р доказывается теорема существования по­
верхностей, принадлежащих каждому из указанных классов, и находится 

произвол их существования. 

Современное состояние проективно-дифференциальной геометрии 

и конформно-дифференциальной геометрии подмногообразий изложено 

в книгахАкивиса и Гольдберга fAGIJ, [AG2J, fAG4J. 

Инвариантное оснащение nоверхностей 

Задача о построении канонического репера, которую Картан решал 
во многих своих работах, непосредственно связана с задачей об инвари­

антном оснащении поверхностей однородных пространств. 

Если VP- поверхность п-мерного евклидова или неевклидова nро­

странства, ее инвариантным оснащением является семейство нормалей 

к этой поверхности, оnределяемое геометрией объемлющего простран­

ства. Нормали Nx(VP) поверхности VP вnолне ортагональны ее касатель­
ным nлоскостям Тх( VP) и определяются окрестностью первого порядка 

точки х поверхности VP. Инвариантное оснащение индуцирует на по­
верхности VP внутреннюю геометрию - метрику, геодезические линии, 

гауссову кривизну и т. д. Все эти свойства nоверхности VP не зависят от 
выбора на ней системы криволинейных координат и от выбора системы 

координат на нормалях Nx(VP). 
При изучении поверхностей в аффинном, проективном, конформном 

и некоторых других пространствах с более широкой груnпой nреобразо­

ваний не удается оnределить инвариантное оснащение nоверхности, оста­

ваясь в пределах окрестностей nервого порядка ее точек. Впервые вопрос 

о nостроении инвариантного оснащения возник в аффинно-дифференци­
альной геометрии. Оказалось, что для nоверхности V2 в nространстве Е3 

инвариантная нормаль- прямая, проходящая через точку х и не лежащая 

в плоскости Tx(V2),- определяется только с помощью окрестности тре­
тьего порядка. Эта нормаль была впервые построена В. Бляшке в 1917 г. 

Еще более сложно обстоит дело в проективно-дифференциальной 

геометрии. Задача о построении инвариантных нормалей nоверхностей V2 

в пространстве р3 решалась Э. Вильчинеким в 1909 г., Г. Фубини и Э. Че­
хом в 1927 г. и С. П. Финиковым в 1937 г., однако в их работах построение 
инвариантного оснащения связывалось с выбором на поверхности той 

или иной системы координат. Инвариантное оснащение поверхности V2 

в пространстве р3, не зависящее от системы координат на nоверхности, 
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было построено Александром Петровичем Н орденом ( 1904-1993) в кни­
ге [Нор3]. А. П. Нордев с каждой точкой поверхности V2 пространства р3 
связывал две прямые- первую нормаль, оnределяемую так же, как в аф­

финном пространстве, н вторую нормаль, лежащую в плоскости Tx(V2) 

н не проходящую через точку х. 

Инвариантное оснащение поверхности V2 в конформном простран­
стве С3 определяется семейством касательных к ней сфер Sx и нор­
мальных окружностей Кх, проходящих через точку х поверхности. В этом 

случае построение инвариантного оснащения поверхности связано с диф­

ференциальной окрестностью второго порядка точки х. Это построение 

было предложено В. Бляшке в 1924 г. и А. П. Н орденом в 1948 r. 
В 1953 г. Герман Федорович Лаптев (1909-1972) в статье [Лап3] 

разработал «метод продолжений и охватов»- общий метод дифференци­

ально-геометрических исследований многообразий, погруженных в одно­

родные пространства или в пространства со связностямн. Этот метод ос­

нован на теории представлений груnп Ли н на методе подвижного репера 

Картава. Основная идея Г. Ф. Лаnтева состоит в том, что при дифферен­

циальных nродолжениях системы уравнений, определяющих изучаемую 

поверхность VP в пространстве хп, строится последовательность геомет­
рических объектов, которая охватывает всю информацию о дифференци­
альной геометрии nоверхности VP и служит основой для всех связанных 
с ней геометрических построений, и, в частности, для построения ее ин­

вариантного оснащения, которое не требует фиксации на поверхности 

какой-либо системы координат, что и определяет его инвариантность. 

Рассмотрим в качестве примера nрименевне метода Лаптева при изу­

чении геометрии гиперповерхности vn-l в аффинном пространстве En. 
Если поместить начало векторов подвижного репера в точку х гиперпо­

верхности, а векторы е; этого репера, i = 1, 2, ... , n - 1, расположить 
в касательной гиперплоскости Тх( Vn-1 ), то уравнение Пфаффа гиперпо­

верхности будет иметь вид (J)n =О. 

Трижды продолжая это уравнение, т. е. трижды дифференцируя его 

внешним образом с помощью уравнений структуры (5.11 ), и применяя 

лемму Картава, мы получим 

(J)ni = L Aji(J)j, 

i 

\!Л;i + A;j(J)nn = L Aijk(J)k, 

k 

\!Лijk + )\ijk(J)nn - 3 L A(ijAk)h(J)!rn = L Aijkh(J)h, 

n h 

(5.56) 
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где оператор У' имеет вид 

V'Лij = dЛij - L A;ki.JJkj - L Akji.JJik· 

k k 

а величины A;j. Aijk. Aijkh симметричны по всем своим индексам. Эти 
величины и образуют указанную выше фундаментальную последователь­

ность геометрических объектов. Круглые скобки здесь и далее означают 

симметрирование по т индексам, находящимся между этими скобками, 

с последующим делением на т!. 

Если мы зафиксируем точкухна гиперповерхности vп- 1 , то получим 

i.JJ; = О, I.JJпi = О, 
а остальные уравнения системы (5.56) примут вид 

V'&Лii + Aij1tпп =О, 
'V&Aijk + Aijk1tnn - 3 L A(ijAk)h =О. 

h 

(5.57) 

(5.58) 

Здесь 1) обозначает дифференцирование по вторичным параметрам, 

а 1i.uv = I.JJuv(&), и, v = l, 2, .... n. 
Величины Aij образуют дважды ковариантный симметричный относи­

тельный тензор -асимптотический тензор гиперповерхности vn- 1• Ве­
личины Aijk не образуют тензора, так как зависят от выбора вектора en 

в точке х,- на это указывает наличие в уравнениях (5.58) величин 1tnn. 

определяющих смещение вектора en. 

Предположим, что определитель матрицы (Л;j) отличен от нуля, т. е. 

гиперповерхность vn- 1 не является тангенциально вырожденной. 
Построим геометрический объект, координаты которого зависят толь­

ко от смещения вектора en. Для этого построим тензор A;j. матрица 

которого является обратной к матрице асимптотического тензора. В силу 

формулы (5.57) этот тензор удовлетворяет условиям 

Далее положим 

Лk = "'"""'"" -1-Л.·Л··k ~~n-1 lf lf' А;= LA;kЛk. 
k 

(5.59) 

Дифференцируя последние уравнения по вторичным параметрам, исполь­

зуя формулы (5.57) и (5.58), мы получим 

n+! 
У'0 А; = A;1tnn + --1 л;п =О. n-
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Отсюда видно, что величины Л; образуют искомый геометрический 

объект. 

Нетрудно проверить, что построенный с помощью объекта Л; вектор 

п-IL n =е --- А-е· п n + 1 , , 
i 

удовлетворяет уравнению оп = 1tппn и, следовательно, его направление 

не зависит от выбора вектора en в точке х. Это направление внутренним 
образом связано с геометрией гиперповерхности и nри n = 3 совпадает 
с направлением аффинной нормали Бляшке. Эта нормаль определяется 

окрестностью третьего nорядка точки х гиnерповерхности vn-l, так как 
для ее построения были исnользованы величины Л;ik• связанные с этой 

окрестностью. Можно доказать, что эта нормаль nараллельна диамет­

ру параболоида, имеющего касание второго порядка с гиnерповерхно­

стью vn-l в ее точке х. 
Величины Aijk и Л; позволяют построить важный тензор, связанный 

с окрестностью третьего порядка ТОЧКИ х гиперnоверхности vn-l. Этот 
тензор оnределяется формулой 

n-1 
b··k = Л··k - 3--Л(··Лk) 

lf '1 n + 1 lf 

и называется тензором Дарбу. Он удовлетворяет условию I: I: b;ikЛii =О, 
i j 

т. е. аnолярен асимптотическому тензору Лii. Для двумерной поверхности 

в трехмерном пространстве этот тензор был оnределен еще Г.Дарбу, а на 

случай гиnерnоверхности vп-l был обобщен А. П. Норденам и Г. В. Буш­
мановой в работе [БН]. Обращение в нуль этого тензора характеризует 

гиперквадрики. 

Метод, разработанный Г. Ф. Лаnтевым, был широко использован для 

решения конкретных задач теории погруженных многообразий. Г. Ф. Лап­

тев в работе [Лап 1] с nомощью этого метода изучил геометрию nо­

верхности V2 в nространстве рЗ, а в работе [Лап2]- геометрию гипер­
nоверхности vn-l в пространстве pn_ в этих работах были nостроены 
фундаментальные nоследовательности геометрических объектов для этих 
nоверхностей, рассмотрены семейства соприкасающихся гиперквадрик 

и несколькими сnособами nостроено инвариантное оснащение этих nо­

верхностей. М. А. Акивис в работе [Акl] решил аналогичную задачу 
для гиnерnоверхности vn-l' а в работе [Ак4]- ДЛЯ поверхности VP 
конформного пространства сп. П. И. Швейкин в работе [Шв] решил ана­

логичную задачу для поверхности VP в пространстве En, а Н. М. Остнану 
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в работе [Ос] решила аналогичную задачу для поверхности VP в про­
странстве pn. 

Заметим, что если в начале своего развития метод подвижного репера 

часто противопоставлялся тензорным методам, также имевшим большое 

значение в дифференциальной геометрии, то после появления метода про­

должений и охватов Лаптева стало ясно, что оба эти метода легко сочета­

ются и взаимно дополняют друг друга, что хорошо видно на приведеином 

нами примере. 

Псевдоконформная геометрия гиперповерхностей 

В статьях [136], [136а] и в заметке «0 псевдоконформной экви­
валентности nространства двух комплексных леремеюiЫХ» [ 139} Карта н 
изучал геометрию трехмерных вещественных гиперповерхностей двумер­

ного комплексного пространства, преобразованиями которого являются 

аналитические преобразования, образующие псевдогруппу Ли. Применя­

емый здесь Картанам термин «псевдоконформная геометрия», обознача­

ющий обобщение конформной геометрии, в настоящее время применяется 

для геометрии nространства C'k. Но в этих работах Картаи называл «кон­
формной геометрией» геометрию псевдогруппы Ли аналитических преоб­

разований плоскости комплексного переменного, а «псевдоконформной 

геометрией» - обобщение этой геометрии на случай нескольких ком­

плексных переменных. 

Изучение вещественных гилерловерхностей двумерного комплексного 

пространства было начато Пуанкаре в работе [Poi5]. В этой работе Пу­
анкаре доказал, что такая гиперповерхность обладает бесконечным мно­

жеством инвариантов относительно аналитических преобразований этого 

nространства. Пуанкаре называл эти преобразования, по аналогии с ана­

литическими преобразованиями одного комплексного переменного, кон­

формными отображениями; термин «псевдоконформные отображения» 

был предложен Ф. Севери. Бениамино Сегре (1903-1973) в работах «По 
поводу проблемы Пуанкаре о псевдоконформном отображении» [Se2] 
и «Геометрические вопросы, связанные с функциями двух комплексных 

переменных» [ Se2] нашел новые геометрические свойства этих гилерпо­
верхностей. Карта н, развивая идеи Сегре, дал классификацию веществен­

ных гиперловерхностей плоскости С.Е2 , которую можно рассматривать 
как пространство Е4 с комплексной структурой, по допускаемым этими 
гиперповерхностями «nсевдоконформным преобразованиям». 

Эти работы Картэна получили значительное развитие в статье 

Ш. Чжэня и Ю. К. Мазера «Вещественные гиперповерхности в комплекс­

ных многообразиях» [ ChM J. 
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Метод nродолжений и охватов Г. Ф. Лаnтева, обобщающий метод по­

движного репера Картава, был распространен Анатолием Михайловичем 

Васильевым ( 1923-1987) на пространства, в которых действуют беско­
нечномерные псевдогруппы преобразований, в статьях [Вас 1] и [Вас2] 
и в книге [ВасЗ]. Метод Васильева охватывает еще более широкий круг 

дифференциально-геометрических исследований. 



Глава б 

Римановы и симметрические пространства 

Римановы пространства 

Евклидово пространство Rn, эллиптическое пространство sп и ги­

перболическое пространство Hn являются частными случаями рима­

нова пространства vп, определенного Б. Риманам в 1854 г. в лек­

ции {Ри2J. Геометрии римановых пространств посвящены книги Карта­

на [84], [108а], [114] и [183]. 
Риманово пространство vn является многообразием, точки которого 

определяются вещественными координатами х 1 , х2 , ••• , xn и переход от 
этой системы координат к другой системе координат производится с nо­

мощью дифференцируемых функций. Расстояние ds между бесконечно 
близкими точками с координатами xi и xi + dx; задается формулой 

(6.1) 

где g;i- дифференцируемые функции координат xi точек, а квадратичная 
форма (6.1) положительно оnределенная. 

Интегрируя выражение ds вдоль кривой пространства vп, мы найдем 
длину дуги этой кривой. Сравнивая различные кривые, соединяющие две 

точки пространства vп, мы найдем геодезические линии. Линия назы­

вается геодезической, если для всяких двух достаточно близких ее точек 

дуга линии между этими точками является кратчайшей. Коэффициенты g;i 
позволяют также найти угол <р между касательными векторами { dxi} 
и {ох;}: 

I: I: g;j dxi oxi 
i i 

cos <р = . (6.2) 
)2; I: g;i dxi dxi JI; 2; g;j oxi oxi 

l 1 l 1 

Элемент объема пространства vn может быть выражен через опре­
делитель g матрицы (g;j) по формуле 

(6.3) 
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Объем области пространства vп равен интегралу выражения (6.3) 
по этой области. Объемы областей т-мерных поверхностей простран­

ства vn и, в частности, площади областей двумерных поверхностей этого 
пространства можно определить подобным образом. 

Формула (6.2) для определения углов между линиями простран­

ства V" и формула для определения площади области двумерной по­

верхности этого пространства позволяют найти наиболее важное по­

нятие римановой геометрии- секционную кривизну пространства vn 
в данной точке x(xi) в данном двумерном направлении, определяемом 
дифференциалами dx; и &xi. Для этого следует провести две геоде­
зические линии через точку х в направлении этих дифференциалов, 

соединить точки у и z этих линий третьей геодезической линией, най­
ти площадь Sд геодезического треугольника xyz, углы А, В, С этого 
треугольника и их сумму А + В+ С. Тогда секционная кривизна К в дан­
ной точке в данном двумерном направлении равна пределу отношения 

разности А+ В+ С- 1t к площади Sд треугольника при его стягивании 

в данную точку х, при котором стороны треугольника остаются касатель­

ными к линиям ху и xz: 

к 1. А + В + С - 1t 
::::: IШ . 

Sд->0 Sд 
(6.4) 

В частности, в случае пространства sп кривизны 1/r2, где площадь 
треугольника АВС равна r2(A +В+ С- 1t), выражение под знаком пре­
дела является постоянным числом 1/?. Этому же числу равна секци­
онная кривизна К во всех точках и во всех двумерных направлениях 

пространства sп. В случае пространства нп кривизны -1/ q2, где площадь 
треугольника АВС равна q2 (1t- А -В- С), выражение под знаком пре­
дела равно постоянному числу -1/ q2. Этому же числу равна секционная 
кривизна К во всех точках и во всех двумерных направлениях простран­

ства нп. В случае пространства Rn, где для всякого треугольника АВС 
сумма А + В + С равна 1t, секционная кривизна К во всех точках и во всех 

двумерных направлениях равна О. Поэтому пространства 5", нп и Rn 
являются римановыми пространствами постоянной кривизны, соответ­

ственно положительной, отрицательной и нулевой, и секционная кривизна 

этих пространств совпадает с их кривизной. 

С каждой точкой х риманова пространства vn связано евклидово 
пространство Tx(Vn), касательное к нему в этой точке, и дифференциа­
лы dxi координат точек пространства vn можно рассматривать как ко­
ординаты векторов пространства Тх( V"), касательного к пространству vn 
в этой точке. 
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В первом издании своей книги [ 114] Картаи связывал с каждой точ­
кой пространства vп так называемый натуральный репер- векторный 

базис пространства Tx(Vn). состоящий из векторов е;, касательных к ко­
ординатным линиям системы координат {х;}. Векторы е; с точностью до 
бесконечно малых высших порядков совпадают с отрезками, соединя­

ющими точки x(xi) и х'(х; + dxi). Поэтому с точностью до бесконечно 
малых высших порядков координаты векторов пространства Tx(Vn) сов­
падают с дифференциалами dxi. Векторы е; натурального репера часто 

д 
обозначаются -д .. 

х' 
Римаиову геометрию в натуральном репере обычно излагают с по-

мощью тензорного исчисления в той форме, которую придал ему Т. Ле­
ви-Чивита в статье «Методы абсолютного дифференциального исчисле­

ния и их пр именение» [LeC]. 
При преобразованиях координат xi = fi(x 1, х2 , ••• , xn) векторы нату­

рального репера преобразуются по закону 

дхi 
е;'= Le;дxi'" (6.5) 

При тех же преобразованиях координаты контравариантных векто­

ров а = { ai} преобразуются по закону 

i' ""' i дхi' 
а =~а дхi • (6.6) 

( дхi') i (дхi) 
где дхi -матрица, обратная для матрицы дхi' , а координаты ко-

вариантных векторов а = {а;} преобразуются по закону 

(6.7) 

( ~) ... 
с той же матрицей -

8 
., , что и для векторов е;. Тензоры Т1~

1

1~
2 ···,'.Р с р кои-

х' 1 z ... • 
травариантными и q ковариантными индексами преобразуются по закону 

·1 ·1 . • 

.,., ., . . . дх'1 д 'Р дх'l дх'• 

т:~;···'~=""'"'·.·"'"'"'·.·""' r~.~~~2···~~р-д .... ~ -., ... -.,. (6.8) 
!1!2···/q L:-t~ L:--L:--L:-t L:-t 1 2··· • х'1 дх'Р дх1 1 дх'• 

11 12 lp 11 12 /q 

Дифференциалы dxi координат xi преобразуются по тому же закону, 
что и координаты контравариантных векторов, а частные производвые 

по тому же закону, что и координаты ковариантных векторов. Величи­

ны g;i образуют дважды ковариантный тензор, называемый метрическим 
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тензором. В натуральном репере геодезические линии пространства vn 
определяются дифференциальными уравнениями 

d
2 
xi "" "" ; dxi dxk 

ds'2 + ~ ~ Гik ds ds =О, 
j k 

(6.9) 

где функции Г}k• называемые символами Кристоффеля и не образую­
щие тензора, выражаются через тензор g;i по формуле 

гi. = ~ (agih + aghk _ agik) ,.;h 
Jk 2 дхk дхi дхh 15 ' 

где gii есть обратный тензор для тензора g;i, т. е. I: gii ghi = 1>~. 
i 

(6.10) 

Секционная кривизна в точке х в двумерном наnравлении, оnределя-

емом дифференциалами dxi и l>xi, может быть выражена формулой 

. k . 1 
Е Е Е Е Rij,kt dx' dx ох1 ох 

к= i j k 1 

L L L L(g;kgjl- gikgu) dxi dxk 8xi 8х1 ' 
i j k 1 

(6.11) 

где R;j,kt- тензор Римана-Кристоффеля, называемый также тен­
зором кривизны риманова nространства, который может быть выражен 

через тензор gii и его nроизводвые по формуле 

_ "" ( агуk а г~ "' ( h g ,, g ) ) 
R;i,kt- 7 дхi - дхi + 7 Г;gГik- ГigГ;k ghl. (6.12) 

Из формулы (6.12) следует, что тензор R;j,kt удовлетворяет соотно-
шениям 

R;i,kl = -Rii,kl = -R;i,lk = Rii.Jk, 

R;i.kl = Rkl.ii· 

R;i,kl + Rik.il + Rki.iz = О. 

(6.13) 

(6.14) 

(6.15) 

Соотношение (6.15) называется тождеством Риччи по имени осно­
вателя тензорного исчисления Г. Риччи-Курбастро (1853-1925), который 
установил это тождество. 

Свертывая тензор кривизны R;j,kl nространства vn по индексам i и l, 
мы nолучим тензор Риччи 

(6.16) 
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Так как в каждой точке пространства vn заданы два тензора g;i и Rli, 
с каждой точкой этого пространства в общем случае связаны n глав­
ных направлений в смысле Риччи- направлений собственных векторов 

матрицы (R)), определяемой соотношением 

R} = L Rkjgk1
• (6.17) 

k 

Картаи встречался с римановыми преетранетвами еще в своих ра­

ботах по теории простых групп Ли. В докторской диссертации он дока­

зал, что условие того, что комплексная группа Ли является полупростой, 

состоит в невырожденнести квадратичной формы (2.22). Иными слова­
ми, Картаи показал, что nолупростые комплексные группы Ли являют­

ся комплексными римановыми nространствами. Аналогично, найденное 

Картанам в работе [38] условие полупростоты вещественной компакт­
ной группы Ли, состоящее в отрицательной определенности квадратич­

ной формы (2.22), равносильно тому, что полупростые компактные ве­
щественные групnы Ли являются римановыми пространствами, в кото­

рых ds2 = -cp(h), где вектор h = {dxi}. Метрика риманова пространства, 
определенная в группах Ли таким образом, в настоящее время называется 

метрикой Картана. Эта метрика является единственной с точностью до 

масштаба метрикой в этих группах, инвариантной при групповых опера­

циях х-> ах, х-> ха, х--. х- 1 • 

Псевдоримановы пространства 

В той же работе [38] Картана впервые появляются псевдоримановы 
пространства, отличающиеся от римановых тем, что квадратичная фор­

ма (6.1), определяющая метрику пространства, не является nоложительно 
определенной, но является невырожденной знаканеопределенной формой. 

В работе [38] Карта н показал, что если принять форму -cp(h) за ds2, 

то некомпактные вещественные полупростые группы Ли являются леев­

доримановыми пространствами. В настоящее время псевдориманово про­

странство, метрика которого определяется невырожденной квадратичной 

формой (6.1) индекса k, называется псевдоримановым пространством 
индекса k и обозначается V~. Таким образом, в метрике Картана неком­
пактная nолупростая вещественная группа Ли размерности r, характер 
которой равен о, является nсевдоримановым пространством Vk, индекс k 
которого связан с размерностью r и характером о группы соотношени­
ем о= r- 2k. 

Касательные пространства Tx(Vg) в точках пространства vg явля­
ются преетранетвами R'k. Пространства S'k являются преетранетвами V~ 
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nостоянной положительной секционной кривизны, пространства H'k яв­

ляются nространствами v;:_ 1 nостоянной отрицательной секционной кри­

визны, пространства R'/, являются пространствами VJ: нулевой секцион­
ной кривизны. 

Важным стимулом для развития как геометрии леевдаримановых 

пространств, так и римановой геометрии было открытие в 1916 г. Аль­

бертом Эйнштейном (1879-1955) общей теории относительности, 
согласно которой nространство-время является пространством Vt, сек­
ционная кривизна которого больше в тех точках, где больше плотность 

материи. 

Дифференциальная геометрия nодмногообразий nространств vп и V? 
в тензорной форме изложена Схоутеном и Стройком в книге [СхС]. 

Параллельное nеренесение векторов 

В 1917 г., вскоре nосле открытия общей теории относительности, 

Леви-Чивита ввел одно из важнейших понятий римановой и псевдори­

мановой геометрий- понятие параллельного перенесения векторов. 

В то же время это открытие было сделано Я. А. Схоутеном. Коллега 

Схоутена Д. Я. Стройк (1894-2000) всnоминал: «Однажды, в 1918 году, 
Схоутен вбежал в мой кабинет чрезвычайно возбужденным, он держал 
в руках только что полученную из Рима статью Леви-Чивиты. Он ска­

зал: "У него также есть мои геодезически движущиеся системы, но он 

называет их nараллельными". Статья была опубликована еще в 1917 г., 

но по условиям военного времени не могла прибыть раньше» [Row, с.16]. 
Схоутен своих результатов не опубликовал, и о них стало известно 

только из свидетельства Стройка. 

В 1917 г. nоявилась также статья Ф.Севери «0 кривизне nоверх­
ностей и многообразий» [Svr], где было дано геометрическое определе­
ние этого nонятия, согласно которому всякому вектору а касательного 

nространства Tx(Vn) в точке х пространства vn можно nоставить в со­
ответствие вектор 'а касательного пространства в точке х', бесконечно 
близкой к точке х того же nространства. Вектор 'а определяется с помо­

щью отображения окрестности точки х на окрестность точки х', которое 

является результатом последовательного отражения от точки х по геоде­

зическим линиям, выходящим из этой точки, и такого же отражения от 

точки хо, расnоложенной на геодезической линии хх' посередине между 
точками х и х'. 

С точностью до бесконечно малых высших порядков вектор а совпа­

дает с отрезком ху геодезической линии, nричем указанное отображение 

nереводит точку х в точку х', а точку у в точку у'; вектор 'а с точностью до 
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бесконечно малых высших порядков совпадает с отрезком х' у' геодезиче­

ской линии. Вектор 'а является результатом nараллельного перенесения 

вектора а из точки х в бесконечно близкую к ней точку х'. 

Судя по тому, что Схоутен называл открытое им nараллельное пере­

несение векторов «геодезически движущимися системами», он определил 

это перенесение в той же форме, что и Севери. Картаи широко nользовал­

ся параллельным перенесением векторов именно в этой форме, ссылаясь 

на статью Севери. 

При параллельном nеренесении векторов из точки x(xi) в бесконечно 
близкую точку х' (xi + dxi) контравариантный вектор а = { ai} переходит 
в вектор 'а с координатами 

'ai = ai + 2.::.:: 2.::.:: г}kakdxi. 
j k 

(6.18) 

Принимая, что скаляры не изменяются при параллельном перене­

сении, мы найдем, что параллельное перенесение ковариантного векто­

ра а = { ak} производится по формуле 

(6.19) 

а параллельное перенесение nроизвольнога тензора rf:I~Z···~p производится 
1/2···/q 

по формуле 

(6.20) 

Если в nространстве vn задано векторное или тензорное поле, 
т. е. в каждой точке этого пространства определен вектор или тензор 

векоторого типа, являющийся функцией этой точки, мы можем опреде­

лить ковариантную производную этого вектора или тензора, вычитая 

из значения этого вектора или тензора в точке х' результат его парал­
лельнаго перенесения из точки х в точку х', деля полученную разность на 
разность D.xi координат точек х' и х и переходя к пределу полученного 
отношения при стремлении точки х' к точке х. Ковариантная производ­

ная \liai контравариантного вектора а= { ai} имеет координаты 

j( k л k) 1 i( k) д i 
\J·ai = \im а Х + и.Х . - а Х = ~ + "'""' Гi ak' 

1 D.xi ..... о Ь..х! дхl ~ Jk 
k 

(6.21) 
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ковариантная производная \liak ковариантного вектора а = { щ} имеет 
координаты 

(6.22) 

а ковариантная производная \!1.Т1
11

1
1~ ... 1iр тензора Т1

11

1
12 ••·1

1Р имеет координаты 
1 2··· q 1 2··· q 

Ковариантная производная всякого вектора или тензора является 

тензором, имеющим на одну ковариантную валентность больше, чем диф­

ференцируемый вектор или тензор. Результат свертывания ковариантной 

производной \li тJ:f::::f; с дифференциалом dxi называется абсолютным 
дифференциалом и обозначается DTf

1

1f;:::J;. 
Сравнивая формулы (6.9) и (6.21), мы видим, что формулу (6.9) можно 

dx1 dxi 
записать в виде I: \!г;г- d =О, откуда следует, что геодезические линии 

j s s 
пространства vn можно также определить как такие линии, вдоль кото­

dх1 
рых касательные векторы ds переносятся параллельно. Заметим также, 
что соотношение (6.1 О) равносильно соотношению \1 kgii = О. 

В пространствах v; параллельное перенесение и ковариантное диф­
ференцирование векторов и тензоров определяются аналогичным об­

разом. 

Риманова геометрия в ортогональном репере 

В конце введения к книге [114) Картан писал: «Я был вынужден 
оставить в стороне многие важные вопросы. Они могли бы составить 

содержание следующего тома, в котором были бы изложены метод по­

движного репера и его многочисленные применения» [ 114, с. 6]. 
Этот материал был изложен в книге [ 1 08а], представляющей собой 

лекции, которые Картан читал в 1926-1927 гг., записанные С. П. Фи­
никовым и изданные в его русском переводе, а также во втором изда­

нии [183] книги Картана [114]. В этих книгах с каждой точкой х про­
странства vn связывается не натуральный репер в пространстве Tx(Vn), 
а ортанормированный репер {е1 } этого пространства (e1ei = oii). 
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Деривационные формулы ортанормированного репера {е;} имеют тот 

же вид (5.5), что и для ортанормированного репера пространства Rn; 
теперь мы будем записывать их в виде 

dx= L<U;e;, de; = L<U{ei. (6.24) 
j 

Здесь под дифференциалом dx имеется в виду вектор с координатами dxi. 
Однако уравнения структуры пространства vn отличаются от уравнений 
структуры пространства Rn и имеют вид 

d<Ui = L <Uk А (J)~, 
k 

d i _ ~ ( k i ~ Ri k t) <U; - L......- <U; А <Uk + L......- i,kt<U А <U • 
k 1 

(6.25) 

где R{,kt = L: Rih.ktghi- тензор кривизны, который в этом случае уже не 
h 

выражается через тензор gii = '&;i и его производные по формуле (6.12). 
В ортанормированном репере секционная кривизна К в двумерном 

направлении, определяемом единичными ортогональными векторами а = 
= {а 1 } и Ь = {Ь1 }, вычисляется по той же формуле (6.11), что и в нату­
ральном репере. В этом случае формула (6.11) принимает вид 

К= LLLLRii.kta1akbib1
. 

k 

(6.26) 

Сравнивая формулы (6.25) с формулой (5.13) для пространства по-
• 1 " 

стояннои кривизны r2 , мы наидем, что в этом пространстве в ортанор-

мированном репере тензор кривизны R;j,kt имеет вид 

(6.27) 

Использование ортогонального репера позволяет решать в простран­

стве vn многие задачи дифференциальной геометрии столь же просто, как 
в пространстве Rn. 

Проблема погружения риманова пространства в евклидово 

Проблема погружения риманова пространства vп в виде п-мерной 

поверхности в евклидово пространство RN достаточно большой раз­
мерности была поставлена одним из создателей многомерной геомет­

рии Людвигом Шлефли (1814-1895) в «Заметке по поводу мемуара 

г. Бельтрами о пространствах постоянной кривизны» [Schl]. Шлефли 
рассуждал следующим образом: если пространство vn с метрической 
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формой ds2 = .Е Е g;i du1 dui погружено в пространство RN в виде по­
i i 

верхиости xk = xk(u 1, u2, ... , un), то коэффициенты g1i связаны с частны­
дхk 

ми производными xf = дui соотношениями g;i = .Е xf xJ. Так как число 
n(n+ 1) k 

коэффициентов g;i = Ю; равно 
2 

, этому же числу равно число 
полученных уравнений. Отсюда Шлефли сделал вывод, что простран­

ство vn, по крайней мере локально, можно по грузить в пространство Rn 
n(n + 1) 

размерности N = 2 . Утверждение Шлефли о возможности локаль-
ного погружения было доказано Морисом Жане (1888-1984) в работе 
«0 возможности погружения данного риманова пространства в евклидово 
пространство» [J an]. 

Результаты Жане были уточнены Карта н ом в работе [ 1 04] с тем же 
названием, что и работа [Jan]. В то время как Жане заnисывал задачу 
о nогружении в виде системы нелинейных дифференциальных уравнений 

в частных производных, для исследования которой он применял чрезвы­

чайно сложные методы, Картаи решил эту задачу с помощью разрабо­

танной им теории систем уравнений Пфаффа в инволюции. Картаи запи­

сывал системы уравнений, оnределяющих погружение пространства vn 
в пространство RN, в виде системы уравнений Пфаффа (;)i = (J};, (;}" = О, 
где i = 1, 2, ... , п, а = n + 1, ... , N. Здесь (J}; -базисные формы про­
странства vn' (;51 -такие же формы поверхности vn пространства RN' 
на которую отображается пространство vn. Применение леммы Картэна 
к этим системам приводит к уравнениям i:5J = (J}~. Используя уравнения 
структуры (6.25) пространства vn и уравнения структуры поверхности vn 
пространства RN, Карта н показал, что эта система уравнений Пфаф­
фа находится в инволюции и пространство vn может быть погружено 

N n(n + 1) • 
в пространство R , где N = 2 , с nроизволом n функции n - 1 
вещественного переменноrо. 

В частности, случаю n = 2 соответствует N = 3, т. е. двумерное ри­
маново пространство всегда можно, хотя бы локально, поrрузить в про­

странство R3. Примерам пространства V2, которое можно погрузить в ви­
де поверхности в пространство R3 только локально, является плоскость 
Лобачевского Н2 . В виде поверхностей постоянной отрицательной кри­
визньt в пространство R3 можно погрузить только отдельные участки этой 
плоскости. Например, Ф. Миндинг [Мин] представил в виде поверхностей 

вращения участки плоскости Н2 , ограниченные дугой окружности, ори­
цикла или эквидистанты, и двумя нормалями к этим кривым в концах 

их дуг. 
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Римановы nространства, удовлетворяющие «аксиоме nлоскости» 

В 1927 г. в сборнике «Памяти Н. И. Лобачевского», выпущенном 

в Казани к столетию открытия Лобачевским неевклидовой геометрии, 

Карта н оnубликовал статью [90]. На рис. 6.1 воспроизведено начало 

рукописи этой статьи, которая хранится на кафедре геометрии Казанского 

университета. 

r.J. .. ·~. 

Рис. 6.1 

Картаи называл поверхность риманова пространства геодезической 

внекоторой ее точке, если эта поверхность совпадает с совокуnностью 

геодезических линий риманова пространства, выходящих из этой точки 

и касающихся некоторого плоского элемента пространства в этой точке. 

Вполне геодезической поверхностью риманова nространства Картаи 
называл такую поверхность этого пространства, которая является гео­

дезической поверхностью в каждой своей точке. Требование того, чтобы 

всякая геодезическая поверхность в любой своей точке была бы вполне 

геодезической плоскостью, Картаи называл «аксиомой плоскости». Тер­

мин «вполне геодезической поверхности» риманова nространства был 

введен Жаком Адамаром (1865-1963) в 1902 г. в работе «0 линейных 
элементах многих измерений» [Had]. Адамар определил эти поверхности 
как такие, каждая геодезическая линия которых является геодезической 

линией всего пространства. 
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В случае евклидовых и неевклидовых пространств роль геодезических 

линий играют прямые линии, а роль вполне геодезических поверхно­

стей- плоскости, чем и объясняется название аксиомы Карта на. Ясно, 

что евклидовы и неевклидовы пространства удовлетворяют этой аксио­

ме. В работе Картава доказывается, что если риманово пространство 

удовлетворяет «аксиоме плоскости», то оно может быть геодезически 

и конформно отображено на евклидово или неевклидово пространство. 

Симметрические римановы nространства 

В заметке J 926 г. «0 римановых пространствах, в которых nарал­
лельвый перенос сохраняет кривизну» Картав обратил внимание на оnуб­

ликованную в том же году заметку Гарри Jlеви «Каноническая форма ds2 , 

при которой исчезают пятииндексные символы Римана» [Lev]. Так как 
четырехиндексными символами Римана Г. Jlеви называл координаты R;j,kt 

тензора Рима на, а пятииндексными-координаты тензора 'V hRij.kt. явля­

ющегося ковариантной nроизводной тензора R;j,kt. пространства, выде­

ленные r Jlеви, nредставляли собой римановы пространства, удовлетво­
ряющие условию 

(6.28) 

Г. Jlеви установил, что условию (6.28) удовлетворяют пространства 
постоянной кривизны, т. е. пространства Rn, sп и нп и декартовы произ­
ведения этих nространств, но не нашел других римановых пространств, 

обладающих этим свойством. Ни r Jlеви, ни Картаи не знали, что тот 
же класс римановых пространств был определен Петром Алексеевичем 
Широковым в работе «Постоянные поля векторов и тензоров второго 

порядка в римановых пространствах» [Ши J], опубликованной в J 925 г. 

в Казани. П. А. Широков также установил, что пространства постоянной 

кривизны обладают этим свойством, и нашел общий вид трехмерных 

римановых пространств этого типа. 

В заметке [87] Картаи указал, что веприводимые пространства ука­
занного типа «Подразделяются на J О больших классов, каждый из ко­
торых зависит от одного или двух произвольных целых чисел; кроме то­

го, имеются 12 исключительных классов, соответствующих особым про­
стым группам G». Далее он писал: «Среди больших классов я укажу 
только, помимо пространств простых групп, которые рассматривались 

в заметке I, класс пространств постоянной кривизны, упомянутый г-ном 
Гарри Jlеви, и класс эрмитовых эллиптических и гиперболических про­

странств» [87, с. 545]. В тексте заметки вместо слова «пространств» 
в конце приведеиной нами цитаты ошибочно написано «групп». Под «за-
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меткой l» Картан подразумевал заметка [91) Картана и Я. А. Схоутена 
«0 геометрии группового многообразия простых и полупростых групп», 
в которой были определены три типа параллельных перенесений векто­

ров в группах Ли, обозначаемые (-), (+) и (0), первые два из кото­
рых являются абсолютными параллелизмами, а третий в случае простых 

и полупростых групп Ли является параллельным перенесением векто­

ров в римановых или псевдоримановых пространствах. Кратко упомя­

нув в заметке [87) об этом факте, Картан указывает, что тем же свой­
ством обладают и вполне геодезические подмногообразия групповых про­

странств простых и полупростых групп Ли. Число 10 «больших клас­
сов»- среднее из двух впоследствии применявшихся Картанам чисел ти­

пов симметрических римановых пространств с классическими фундамен­

тальными группами- 11 типов AI-IV, BI-II, CI-II и DI-III и 9 ти­
пов AI-IV, BDI-II, CI-11 и DIII, а число 12 «особых классов» совпа­
дает с числом типов симметрических римановых пространств с особыми 

фундаментальными группами EI-IX, FI-II и GI. Картан пишет также, 
что в простых и полупростых группах Ли можно определить метрику сим­

метрических римановых пространств- такой метрикой является метри­

ка Картана в этих группах. Симметрическими пространствами являются 

и вполне геодезические поверхности в этих группах. 

Таким образом, ясно, что, публикуя заметку [87), Картан уже рас­
полагал значительным числом результатов своей теории симметрических 

римановых пространств. 

Систематическому изложению этой теории посвящена статья Кар­

тана «Об одном замечательном классе римановых пространств» в двух 

частях [93) и [94], опубликованных в 1926-1927 гг. Картан определял 
эти пространства «тем свойством, что их риманова кривизна в любой 

площадке сохраняется при параллельном переносе, или, выражаясь более 

абстрактно, тем, что ковариантная производная тензора Римана-Кри­

стоффеля в них тождественно равна нулю» [93, с. 214], т. е. выпол­

нением тождества (6.28). В статье [93] Картан называл эти простран­
ства «пространствами &», а позднее «симметрическими римановыми про­
странствами». Последний термин объясняется тем, что, как доказал Кар­

тан в работе [93, 94], условие (6.28) равносильно тому, что отраже­

ние от каждой точки пространства по геодезическим линиям является 

изометрическим преобразованием (движением) пространства. В той же 

работе Картан доказал, что все компактные простые и полупростые груп­

пы Ли, если ввести в них метрику Картана, являются симметрическими 

римановыми пространствами. В этом случае отражение от единицы груп­

пы имеет вид х -> х- 1 , отражение от произвольнога элемента а группы 



Симметрические римановы пространства 193 

имеет вид х --> ах- 1 а, а геодезическими линиями являются однопара­
метрические подгруппы и их классы смежности. Здесь же Картан до­

казал, что всякое веприводимое компактное симметрическое риманово 

пространство можно реализовать в виде вполне геодезической поверхно­

сти в группе движений этого пространства, проходящей через единицу 

этой группы. Если а- отражение от произвольной точки этого про­

странства, а ао- отражение от векоторой его фиксированной точки, то 

эта вполне геодезическая поверхность в группе состоит из произведе­

ний аоа. 

Картан рассматривал также симметрические римановы пространства, 

группы движений которых - некомпактные простые или полупростые 

группы Jlи. Эти пространства можно реализовать в виде вполне гео­

дезических поверхностей в их группах движений с псевдоримановыми 

метриками Картана. В этом случае группа Jlи будет симметрическим 

псевдоримановым пространством, которое обладает свойством (6.28) 
и другими свойствами симметрических пространств. 

В случае, когда группа движений симметрического риманова или 

псевдориманова пространства является простой группой Jlи, алгебра Jlи 

этой группы допускает разложение G = К+ Е (см. (2.57)). При этом 
подалгебра К является алгеброй Jlи группы изотропии данного про­

странства, т. е. группы вращений вокруг его точки, а подпространство Е 

является касательной плоскостью к вполне геодезической поверхности 

в группе, изображающей симметрическое пространство. В силу (2.59) 
подпространство Е алгебры Jlи G, которое можно рассматривать как 
касательное пространство к симметрическому риманову пространству, 

замкнуто относительно операции [[XY]Z]. Такие подпространства назы­
вают тройными системами Ли. 

Так как в алгебре Jlи группы Jlи форма Киллинга-Картана имеет 

вид (2.22), риманова или псевдориманова метрика Картана в группе Jlи 
определяется линейным элементом 

2 """" l k .. ds = L..,; L..,; L..,; L..,; C;kCjt(J)
1CJY, (6.29) 

k 1 

а тензор Римана этого симметрического пространства имеет вид 

R!;,kt = ~ 2:: ~;cZt· (6.30) 
h 

В случае, когда симметрическое пространство соответствует разло­

жению (2.57) алгебры Jlи G, а коммутаторы базисных элементов этой 
алгебры Jlи имеют вид (2.59), метрика симметрического пространства 
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определяется линейным элементом 

(6.31) 
а и v ш 

а тензор Римана этого пространства имеет вид 

Rv 1~ v а 
u,wz = 4 ~ CauCUL•z· (6.32) 

а 

Сравнивая формулы (6.29) и (6.31) с формулами (6.30) и (6.32), мы видим, 
что в обоих случаях тензор Риччи симметрического пространства пропор­

цианален его метрическому тензору, откуда вытекает, что в симметри­

ческих римановых и псевдоримановых пространствах нельзя определить 

главных направлений в смысле Риччи. 

Далее Картаи рассмотрел классификацию инволютивных автомор­

физмов алгебр Ли компактных простых групп Ли, которую мы изложили 

в главе 2 для групп классов An, Bn, Сп и Dn, и привел классифика­

цию симметрических римановых пространств, группы движений кото­

рых- компактные простые группы Ли. 

Эти симметрические пространства определяются теми же характе­

рами о, что и некомпактные простые группы Ли, соответствующие тем же 

инволютивным автоморфизмам компактных простых групп Ли. В случае 

симметрических пространств с компактными простыми группами движе­

ний эти характеры имеют простой геометрический смысл: если алгебра Ли 

группы G движений симметрического пространства G /К допускает раз­
ложение (2.57), то характер о этого симметрического пространства равен 
разности dim Е - dim К размерностей подпространства Е и подалгебры К. 

В таблице 6.1 указаны неприводимые симметрические римановы про­
странства с компактными простыми группами движений, соответствую­

щие инволютивным автоморфизмам компактных простых групп Ли. В пер­

вом столбце этой таблицы указаны классы простых групп Ли, во втором 

столбце- обозначения симметрических пространств Карта на, в третьем 

столбце- характеры этих пространств, в четвертом столбце- размер­

ности этих пространств, в пятом- группы изотропии этих пространств 

с указанием линейных представлений их кронекеровских сомножителей. 

Симметрические римановы пространства с компактными группами 

движений, являющиеся компактными простыми группами Ли с метрика­

ми Картана, можно рассматривать как такие симметрические простран­

ства, для которых в разложении (2.57) отсутствует подпространство Е. 
Характеры этих симметрических пространств равны произведениям их 

размерностей на -1. 



Симметрические римановы пространства 195 

Таблица 6.1 

An Al n 
n(n + 3) 

(j)I(On+l) 
2 

All -n -2 
(n- l)(n + 2) 

(j)2(C(n+l)j2) 
2 

AIII 4l(n -l + 1)- n(n + 2) 2/(n-l+l) (j)l Иt-1 )tpl (Ап-t)<:ро 

AIV 2n- n2 2n (j)1 (Ап-1 )tpo 

8n 81 21(2n -l + 1)- n(2n + 1) l(2n -l + 1) (j)l (Ot)(j)l (02n+l-1) 

811 2n - n2 2n (j)l (02п) 

С" С! n п(п + 1) (j)~ (An-1 )tpo 

CII 8/(n- /)- n(2n + 1) 4l(n - /) tp1 (C,)tpl (Сп-1) 

Dn DI 2l(2n -l)- п(2п- 1) l(2n- /) (j)l (Ot)(j)l (02п-t) 

Dll (2- п)(2п- 1) 2n -l (j)l (02п-1) 

DIII -n n(n- 1) (j)2(Aп-l)tpo 

02 01 2 8 tJJr<A 1 )tpl и 1) 

F4 Fl 4 2 tpз(Cз)tpl (А1) 

Fll -20 16 (j)4(09) 

Ев EI б 4 tp4(C4) 

Ell 2 40 tpз(Aз)tpl (А 1) 

EIII -14 32 tp5(01o)tpo 

EIV -26 26 tp1 (f4) 

Е? EV 7 70 tp4(A7) 

EV! -5 64 tpв(012)(j)l (А 1) 

EVII -25 54 qJ1 (Ев)tро 

Ев EVIII 8 128 tps(Oiв) 

Е!Х -24 112 (\II(E?)(\II(AI) 

В книге Оттмара Лооса «Симметрические пространства» [Loo] сим­
метрические римановы пространства рассматриваются как пространства 

с некоторой алгебраической структурой, в которой всякой паре точек х и у 

ставится в соответствие третья точка z этого пространства -отражение 
точки х от точки у; при этом уравнение ху = z имеет единственное ре­
шение при любых х и z. Симметрическое пространство с этой операцией 
является квазигруппой, т. е. отличается от группы отсутствием ассоциа­

тивности основной операции и единицы. 
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В работе [ 1 07] Карта н нашел все веприводимые римановы симметри­
ческие пространства, фундаментальные груnпы которых-некомnактные 

nростые груnпы Jlи, а груnnы изотропии- компактные подгруnnы этих 
груnп. 

Все веприводимые леевдаримановы симметрические nространства 

с nростыми фундаментальными груnпами были найдены М. Берже 

и А. Г. Феденко в работах [Beg1] и [Фед1 ]. 

Эрмитовы nространства как симметрические nространства 

Симметрические римановы nространства BII и DII, размерности ко­
торых равны соответственно 2п и 2п - 1, а груnnы движений - ком­

nактные nростые груnnы Jlи классов Bn и Dn, т. е. груnnы 02n+I и О2п, 
являются эллиnтическими пространствами s2п и s2n-l. 

Симметрическое риманово nространство AIV, размерность которого 
равна 2п, а групnа движений- компактная nростая груnпа Jlи класса An, 
т. е. груnпа CSUn+l, является комnлексным эллиnтическим nростран­
ством сsп. 

Симметрическое риманово nространство CII, размерность которого 
при l = 1 равна 4(п - 1 ), а груnпа движений- комnактная простая групnа 

Jlи класса Cn+l, т. е. групnа JНIUn, является кватернионным эрмитовым 
эллиnтическим л ространетвам JНISn. 

Симметрическое риманово nространство FII, размерность которого 
равна 16, а групnа движений- компактная nростая группа Jlи класса F4 , 

является октанионной эрмитовой эллиnтической nлоскостью 052. 

В главе 3 мы отмечали, что прямые CS1, JНIS 1 и OS кривизны 1/r2 изо­
метричны соответственно сфере радиуса r/2 nространства R3 и гиnерсфе­
рам того же радиуса в nространствах R5 и R9 . Двумерные наnравления, 
принадлежащие этим nрямым, называются голаморфными направлени­

ями. Поэтому секционная кривизна симметрических пространств v2п, V4n 

и V 16 , изометричных nространствам сsп, JНI.Sn и nлоскости 052, в этих 
двумерных наnравлениях равна 4/r. Так как это число nостоянно, ука­
занные римановы nространства v2n, V4n и V16 являются пространства­
ми постоянной голоморфной кривизны. 

Подмногообразия nространств сsп, JНISn и плоскости 052 кривиз­
ны 1/r, состоящие из точек с вещественными координатами, и nодмно­
гообразия, получаемые из них движениями этих пространств, называ­

ются нормальными п-цепями. Эти nодмногообразия изометричны nро­

странству sп кривизны 11 r. Двумерные наnравления, nринадлежащие 
нормальным п-цепям, называются антиголоморфными направления­

ми. Поэтому секционная кривизна симметрических пространств v2п, V4n 
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и V16, изометричных пространствам сsп, JН!Sn и плоскости OJS2, в этих 
двумерных направлениях равна 1/?. 

Э. Штуди в статье [Stu2] нашел, что секционная кривизна простран­
ства V6, изометричного пространству OJS3 кривизны 1/ r2, в произвольнам 
двумерном направлении равна 

к- 1 +Зk 
- г2 . (6.33) 

Тому же числу равна секционная кривизна пространств V2п, V4п 
и V16 , изометричных пространствам сsп, JНisп и плоскости о52 , в произ­
вольном двумерном направлении. В случае, когда двумерное направление 

голоморфно, k = 1, в случае, когда это направление антиголоморф­

но, k = О, в остальных случаях О < k < 1. 
В настоящее время коэффициент k обозначается cos2 а., а угол а. 

называется углом голоморфии. Для голаморфных двумерных направ­

лений а. = О, для антиголоморфных направлений а. = тr./2, для осталь­
ных направлений О < а. < тr./2. Для вычисления угла а. в данной точке 
в данном двумерном направлении проведем из этой точки два единичных 

вектора а и Ь, касающихся этого направления, ортогональных в мет­

рике евклидона пространства, касательного в данной точке к риманону 

пространству, и составим эрмитово скалярное произведение (а, Ь) этих 

векторов. Нетрудно проверить, что это произведение не зависит от вы­

бора векторов а и Ь. В случае пространства сsп это произведение рав­
но i cos а., в случае пространства JН!Sn и плоскости OJS2 это произведение 
равно и cos а., где и- единичный кватернион или октонион, называемый 

ортом голоморфии в данной точке в данном двумерном направлении. 

Угол а. равен углу между двумя прямыми, проведенными из данной точки 

в направлении векторов а и Ь. Свойства угла а. для пространства сsп 
были найдены П. А. Широковым в работе [Ши2); Широков называл угол 

голоморфии «углом наклона». 

Применяя формулу (6.32) для вычисления тензора кривизны в про­
странстве V2n, изометричном пространству сsп, в ортанормированном 
репере, состоящем из векторов унитарно-ортонормированного репера 

пространства сsп и из произведений этих векторов на i, мы найдем, 
что тензор кривизны этого пространства имеет вид 

1 
R;i,kl = 2(o;koi1- ouoik + e:;ke:il- e:ue:ik + 2e:iie:kJ), 

r 
(6.34) 

где e:;i- кососимметрический тензор с координатами E2i-1,2i-l = е:2;,2; =О, 

E2i-1,2i = -E:2i.2i-l = 1. Формула для тензора R;j,kl того же простран­
ства в натуральном репере, аналогичная формуле (6.34), была найдена 
П. А. Широковым в работе [Ши2]. 
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Применяя формулу (6.32) для вычисления тензора кривизны в nро­
странствах v4n и V 16 , изометричных пространству cRn и плоскости OS, 
в ортанормированных реперах, состоящих из векторов унитарно-орто­

нормированных реnеров пространства IН!Sn и плоскости OS2 и произве­
дений этих векторов на отличные от 1 базисные элементы ia. алгебр !Н[ 

и (()), мы найдем, что тензоры кривизны этих nространств имеют вид 

Rij,kl = г; (o;kOjf- Oi{Ojk) + _L)e:cxikEcxjl- Ecxi!Ecxjk + 2e:a.ijEcxkf), (6.35) 
<Х 

где Ecxii -тензоры, кососимметрические по индексам i и j, соответствую­
щие базисным элементам icx алгебр !Н[ и О. 

В работе [Ши2] П. А. Широков нашел также тригонометрические 
формулы для геодезических треугольников АВС пространства сsп со 
сторонами а, Ь, с, противолежащими вершинам А, В, С, и с углами 
голоморфии сх, р, у в этих вершинах: две равносильные формы теоремы 

косинусов 

2 а ( Ь с . Ь . с А) 2 
COS - = COS - COS - + SIП - SIП - COS + 

г г г г г 

+ sin2 ~ sin2 ~ sin2 А cos2 сх, 
г г 

2а 2Ь 2с . 2Ь . 2с 
cos - = cos - cos - + SIП - SIП - cos А -

г г г г г 

2 
. 2Ь . 2 2с . 2 А . 2 

- SIП - SIП - SIП SIП СХ, 
г г 

и две равносильные формы теоремы синусов 

sinA sin сх 
. а 
SIП-

г 

sinBsin~ 

. ь 
SIП-

г 

sinCsiny 
. с 
SIП-

г 

sinAcoscx _ sinBcos~ _ sinCcosy 
. 2а - . 2Ь - . 2с 

SIП - SIП - SIП -
г г г 

(6.36) 

(6.37) 

(6.38) 

(6.39) 

Те же формулы имеют место для геодезических треугольников АВС 
в пространстве IН!Sn и на плоскости OS2 . В этих случаях в вершинах 
треугольников определены орты голоморфии, причем эти орты - одни 

и те же для всех вершин одного треугольника. 

В том случае, когда треугольник АВС расположен на нормальной 

п-цепи (сх = р =у= rr./2), формулы (6.36) и (6.38) принимают вид теорем 
косинусов и синусов для пространства sп кривизны 1/г2. 
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В случае, когда треугольник АВС расположен на прямой линии 

(а.=~= у= 0), формулы (6.37) и (6.39) принимают вид теорем косинусов 
и синусов на сфере радиуса r/2. 

Симметрические nространства и образы симметрии 

Во введении к статье [93] Картаи писал: «Эти новые пространства 
допускают и неnосредственно геометрическое определение. Эти nро­

странства могут быть nредставлены геометрическими образами (etres 
geometriques), доnускающими nростое определение в обычном простран­
стве (трех или более измерений)» [93, с. 217]. Эти геометрические обра­
зы- образы симметрии, которые мы рассматривали в главе 3. 

Каждое симметрическое nространство доnускает геометрическую ин­

терпретацию в виде многообразия образов симметрии в одном из одно­

родных nространств, фундаментальные групnы которых изоморфны груп­

nе движений симметрического пространства. При этом группа изотроnии 

симметрического nространства изоморфна стационарной подгруnnе об­

раза симметрии. 

Многие из этих геометрических интерпретаций изложены Картанам 

в статье [ 1 07]. 
В таблице 6.2 указаны эти интерnретации для всех симметрических 

nространств, групnами движений которых являются комnактные nро­

стые груnnы Ли. В nервом столбце этой таблицы указаны груnпа Ли 

и nространство интерпретации, во втором столбце - симметрические 

пространства, в третьем - образы симметрии, многообразия которых 

образуют интерnретации симметрических nространств. 

Комnактная nростая групnа· Gz является груnпой автоморфизмов 
тела О октонионов. Если ввести в это тело метрику nространства R8, 

в которой расстояние между октанионами х и у равно модулю IY - xl 
их разности, то автоморфизмы этого тела изображаются вращения­

ми пространства R8 вокруг точки О, nереводящими в себя веществен­
ную ось этого тела. Поэтому автоморфизмы тела О nереводят в се­

бя гиnерnлоскость, проходящую через точку О nерnендикулярно веще­

ственной оси, и шестимерную сферу радиуса 1 с центром в точке О 

в этой гиnерnлоскости. Отождествляя диаметрально nротивоположные 

точки этой сферы, мы nолучим эллиnтическое nространство 56 . Груn­
па автоморфизмов тела О транзитивна на nространстве 56. Простран­
ство 56 , если считать его фундаментальной груnnой эту груnпу автомор­
физмов, называется G-эллиптическим пространством и обозначает­

ся 5g6 . Единственными образами симметрии nространства 5g6 являются 
двумерные nлоскости, nолучаемые nри отождествлении диаметрально 
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Таблица 6.2 

An AJ Нормальная п-цепь 

CS" AJJ Паратактическая конгруэнция nрямых 

AIII (l- 1 )-мерная и nолярная ей (n - /)-мерная плоскости 

AJV Точка и полярная ей гиперnлоскость 

Bn BI (/- 1 )-мерная и nолярная ей (2n - /)-мерная nлоскости 
s2n BJJ Точка и nолярная ей гиnерnлоскость 

Сп С! Нормальная комnлексная (n - 1 )-цеnь 

IНJs"-' CII /-мерная и nолярная ей (n - /)-мерная плоскость, nри l =О 
точка и полярная ей гиnерnлоскость 

Dn Dl (l- !)-мерная и nолярная ей (2п- 1 -/)-мерная nлоскости 
s2n-l DII Точка и nолярная ей гиnерплоскость 

DIII Паратактическая конгруэнция nрямых 

G2, Sg6 GI Сnециальная двумерная nлоскость 

F4 FI Нормальная кватернионная 2-цеnь 

о 52 FJJ Точка и полярная ей nрямая 

Е б EJ Нормальная 2-бицепь 

COS2 EJJ Нормальная бикватернионная 2-бицеnь 

EIII Точка и nолярная ей nрямая 

EJV Нормальная октанионная 2-цеnь 

Е? EV Нормальная 2-бицеnь 

IНIOS2 EVJ Точка и полярная ей nрямая, нормальная кватернионная 2-цеnь 

EVJJ Нормальная биоктонионная 2-цеnь 

Ев EVIII Точка и полярная ей nрямая, нормальная 2-бицеnь 

OS2 EIX Нормальная кватернионная 2-цеnь 

противоположных точек шестимерной сферы из ее пересечений с под­

телами тела (()), изоморфными телу JНI. Эти плоскости называются специ­
альными плоскостями. 

Из симметрических римановых пространств с некомпактными груп­

пами движений отметим гиперболические пространства H2n и H2n-l 

с группами движений классов Bn и Dn, эрмитовы гиперболические про-
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странства СН11 и JffiHn-l с группами движений классов An и Cn, и эрми­
товы гиперболические плоскости оН2 , ooFi2 , JffiOH2 и 0 2 Н2 с группами 
движений классов F4, Еб, Е7 и Ев, а также многообразие мнимых гипер­
квадрик пространства pn, многообразие мнимых эрмитовых гиперквад­
рик nространства JН[p(n-IJ/2 , многообразие эллиптических нуль-конгруэн­
ций прямых пространства Sy2n-l и многообразие двумерных эллиптиче­
ских сnециальных плоскостей G-псевдоэллиптического пространства Sg~ 
с груnnами движений классов An, Сп и Gz. 

Нуль-конгруэнция nрямых пространства Sy2n-l состоит из прямых, 
пересекающих две вещественные или мнимо сопряженные (п - 1 )-мер­
ные нуль-nлоскости в соответственных точках этих нуль-nлоскостей. 

В случае мнимых нуль-плоскостей соответственные точки мнимо соnря­

жены, в случае вещественных нуль-nлоскостей всякой точке М одной из 

них соответствует точка М' пересечения другой нуль-плоскости с гипер­

плоскостью, отвечающей точке М в абсолютной нуль-системе nростран­

ства. Нуль-конгруэнция, определяемая мнимыми нуль-плоскостями, на­

зывается эллиптической, а определяемая вещественными нуль-плоско­

стями называется гиперболической. 

Пространство 5g~ определяется с помощью алгебры О' антиокто­
нионов аналогично пространству 5g6. Некомпактная простая группа G2 
является группой автоморфизмов алгебры 0'. Если ввести в эту ал­
гебру метрику пространства R~, в которой расстояние между антиок­
тонионами х и у равно модулю IY - xl их разности, то автоморфизмы 

этой алгебры изображаются вращениями пространства R~ вокруг точ­
ки О, переводящими в себя вещественную ось этой алгебры. Поэтому 
автоморфизмы алгебры О' переводят в себя гиперплоскость, прохо­
дящую через точку О перпендикулярно вещественной оси, и б-сфе­

ру радиуса 1 с центром в точке О, лежащую в этой гиперплоскости. 

Отождествляя диаметрально противоположные точки этой б-сферы, мы 

получим псевдоэллиптическое пространство 5~. Группа автоморфизмов 
алгебры О' транзитивна на пространстве 5~. Пространство 5~, если 
считать его фундаментальной группой эту группу автоморфизмов, назы­

вается G-псевдоэллиптическим пространством и обозначается 5g~. 
Образами симметрии пространства 5g~ являются двумерные плоско­
сти, получаемые при отождествлении диаметрально противоположных 

точек б-сферы из ее пересечений с подалгебрами алгебры О', изо­
морфными алгебрам Н и Н'. Эти плоскости называются специальными 
плоскостями. 

В пространстве 5g6 специальные плоскости являются эллиптически­
ми плоскостями, а в пространстве 5g~- гиперболическими. 
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Абсолюты симметрических пространста 

В работе [ 1 07] Карта н, рассматривая некомпактное симметриче­

ское пространство, допускающее интерпретацию в виде многообразия 

мнимых гиперквадрик пространства pn, отметил, что это симметри­

ческое пространство обладает абсолютом, изображаемым верон.езе­

ан.ой 

(6.40) 

в пространстве pN, точки которого определяются координатами aii = aii, 
n(n+l) N ·· 

откуда видно, что N = 
2 

. Точки пространства Р с координатами alf 

изображают гиперквадрики 2: 2: a;ixi xi = О при a;i = aii. Точки веро-
; i 

незеаны изображают вырожденвые гиперквадрики, являющиеся парами 

совпавших гиперплоскостей. Точки пространства pN, изображающие вы­
рожденные гиперквадрики пространства pn других видов- гиперконусы 

второго порядка с точечными, прямолинейными и плоскими вершина­

ми и пары пересекающихся гиперплоскостей, образуют подмногообразия 

пространства pN, которые можно назвать суперабсалютами симметри­
ческого пространства, изображаемого Многообразиями невырожденных 

гиперквадрик пространства pn. 
Абсолютные гиперквадрики гиперболических пространств Н2п и H2n-t, 

абсолютные эрмитовы гиперквадрики эрмитовых гиперболических про­

странств cRn и мr.Rn и абсолютные эрмитовы коники эрмитовых ги­
перболических плоскостей oR2, coFl2 и о2 !12 можно рассматривать 
как абсолюты соответствующих римановых симметрических прост­

ранств. 

В случае пространств S'k и H'k, СS'/г. CR'k, МIS'k и МIR'k абсолют­
ные гиперквадрики и эрмитовы гиперквадрики этих пространств явля­

ются абсолютами соответствующих псевдоримановых симметрических 

пространств, а многообразия прямолинейных и т-мерных плоских обра­

зующих этих гиперквадрик составляют суперабсолюты псевдоримановых 

симметрических пространств, изображаемых Многообразиями прямых 

и т-мерных плоскостей указанных пространств. В этих случаях точки 

абсолютов и суперабсолютов симметрических пространств изображаются 

не образами симметрии, а параболическими образами соответствующих 

пространств. 

В случае компактных симметрических пространств с компактными 

группами движений можно считать, что абсолюты и суперабсолюты этих 

пространств мнимы. 



Геометрия noдrpynn Картана 203 

Геометрия nодгрупn Картана 

В работе [103] Картаи изучал геометрические свойства важнейших 
классов симметрических римановых и псевдоримановых пространств, яв­

ляющихся групповыми пространствами компактных и комплексных про­

стых групп Ли. 

Наиболее подробно рассматривалась геометрия подгрупп Картана 

этих групп, которые сам Картаи называл «подгруппами у». Эти подгруп­

пы являются вполне геодезическими поверхностями в простых группах 

Ли с их метрикой Картана, такими, что всякая геодезическая линия лежит 

в одной из этих подгрупп, и для всякой геодезической линии, состоящей 

из регулярных элементов группы, такая подгруппа Картэна единствен­
на, так как все элементы этой подгруппы перестановочны с элементами 

геодезической линии. 

В силу коммутативности подгрупп Картэна все структурные констан­

ты этих подгрупп равны О. 

Поэтому в случае компактных простых групп Ли метрика их подгрупп 

Картэна локально евклидова. Эта локально евклидова метрика определя­

ет в подалгебре Картана компактной простой группы Ли ранга п метрику 

полного евклидова пространства Rn. 
Подгруппы Картэна в указанной метрике изометричны выпуклым 

многогранникам с отождествленными точками их граней. Рассматривая 

такой многогранник и соединяя одну из его вершин линиями с другими 

вершинами, отождествляемыми с этой вершиной, а затем непрерыв­

но деформируя эти линии, Картаи нашел замкнутые контуры в рас­

сматриваемой подгруппе, не переводимые друг в друга этими дефор­

мациями. Эти замкнутые контуры образуют группу, называемую груп­

пой связности или группой Пуанкаре подгруппы Картана. Картаи 

доказал, что этой группе связности изоморфна и группа связности 

всей односвязной компактной простой группы Ли. Он установил так­

же, что эта группа связности, являющаяся коммутативной конечной 

группой, изоморфна также ядру гомоморфизма односвязной компактной 

простой группы Ли в ее присоединенную группу. Найденные Карта­

нам индексы связности односвязных простых групп Ли совпадают 

с индексами симметрии расширенных диаграмм Дынкина соответству­

ющих комплексных групп Ли и с определителями матриц Картава этих 

групn. 

В работе [ 1 03] рассматриваются сферическая и аффинная группы 
Вейля и находятся фундаментальные области этих групп, называемые 

в настоящее время «камерами Вейля» и «альковами Вейля». 
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Рис. 6.2 

В этой же работе доказано, что кратчайшие замкнутые геодезические 

линии подгрупп Картана компактных простых групп Ли в указанной мет­
рике определяются корневыми векторами этих групп. На рис. 6.2 а-е 
изображены эти геодезические линии дЛЯ групп ранга 2. 

Подмногообразия Картана симметрических nространств 

В работе [107] определены подмногообразия симметрических рима­
новых пространств, аналогичные подгруппам Картана компактных про­

стых групп Ли. Если симметрическое пространство изображается вполне 

геодезической поверхностью в группе Ли с ее метрикой Картана, то ее 

пересечение с подгруппой Картана называется подмногообразием Кар­

тапа симметрического пространства. Так как это подмногообразие-пе­

ресечение двух вполне геодезических поверхностей, оно само является 

вполне геодезической поверхностью как группы, так и симметрического 

пространства. Из свойств подгрупп Картана следует, что всякая геодези­

ческая линия симметрического риманова пространства лежит в одном из 

таких подмногообразий и в основном случае она лежит в единственном 

подмногообразии Картана, а также что метрика этих подмногообразий 

локально евклидова. Размерность подмногообразий Картана называется 

рангом симметрического риманова пространства; она равна числу мет­

рических инвариантов пары точек этого пространства. 

В работе [ l 07] Картаи нашел ранги всех неприводимых симметриче­
ских римановых пространств с простыми группами движений. 

Симметрическими римановыми пространствами ранга l являются 
пространства sп и нп и пространства v2n, v4n и V16 , изометричные 
пространствам сsп, снп, IН!Sn, IН!Hn и плоскостям 052 и ОН2 . Геоде­
зические линии симметрических римановых пространств V2", V4" и V 16, 

изометричных комплексным и кватернионным пространствам и октонион­

ным плоскостям, находятся на вполне геодезических поверхностях этих 

пространств, изображающих вещественные, комплексные и октонион-
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ные nрямые. Все геодезические линии симметрических римановых лро­

странств, изометричных эллиnтическим лространствам, замкнуты и имеют 

одну и ту же д.лину в каждом из этих лространств. Геодезические линии 

симметрических римановых лространств, изометричных гиnерболическим 

лространствам, бесконечны. 

Ранг симметрических римановых лространств BDI, AIII и CII, мо­
делями которых являются многообразия т-мерных nлоскостей лро­

странств sп, сsп и JНISn nри т ~ n - т - 1, равен т + 1. Подмно­
гообразия Картава этих симметрических лространств изображают се­

мейства т-мерных nлоскостей, лересекающихся с т + 1 взаимно nо­
лярными лрямыми. Так как такие семейства соответствуют по лринuилу 

двойственности лроективных лространств pn' срп и JНipn конгруэнuиям 
(n - т - 1 )-мерных nлоскостей, эти семейства называются коконгруэн­
ция.мu; в данном случае они называются коконгруэнция.ми Картана. 

Геодезические линии указанных симметрических лространств изобража­

ют однолараметрические семейства т-мерных nлоскостей, называемые 

т-геликоида.мu. В случае многообразия nрямых nространства 53 эти 
семейства являются линейчатыми геликоидами. Прямые, с которыми 

лересекаются т-мерные nлоскости коконrруэнuий Картана и т-гели­

коидов, называются их ося.ми. Плоские образующие т-геликоидов про­
странства sп отсекают на их осях пролорuиональные отрезки. Плоские 

образующие т-геликоидов лространств сsп и JНISn отсекают лролорuи­
ональные отрезки на геодезических линиях их осей. 

Ранг симметрических пространств EII, EVI и ЕVШ, моделями кото­
рых являются плоскости COS2 , JНIOS2 и OS2 , равен соответственно 2, 4 
и 8. Прямые этих плоскостей долуекают интерпретаuии соответственно 
в виде многообразия nрямых пространства 59 , многообразия трехмерных 
плоскостей nространства 5 11 и многообразия семимерных nлоскостей 
nространства 5 15• Геодезические линии этих симметрических лространств 
находятся на вполне геодезических nоверхностях этих лространств, изоб­

ражающих nрямые указанных nлоскостей, и изображаются соответствен­

но линейчатыми геликоидам и, 3-геликоидами и 7 -геликоидами. 
Аналогичные значения ранга и интерлретаuии имеют место д.ля сим­

метрических римановых лространств, моделями которых являются много­

обр~ия т-мерНЫХ ЭЛЛИЛТ~еСКИХ lJЛOCKocreй nростраНСТВ S~+l, CS~+I 
и JНIS~+I и nлоскостей СОН2 , lН!ОНZ и О2Н2 . 

Антиподвые многообразия симметрических пространсто 

В заметке [96] рассматривались геодезические линии в односвязных 
комnактных простых групnах Ли с метрикой Картава; дана классифи-
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кация этих линий и определены точки-антиподы, т. е. такие точки, 

которые можно соединить бесконечным множеством геодезических ли­

ний. В случае односвязной компактной простой группы Ли класса An, 
изометричной гиперсфере пространства R4 , точки-антиnоды изобража­
ются диаметрально противоположными точками гиперсферы. 

Антиподным многообразием точки называется многообразие то­

чек-антиподов этой точки. Теорию антиподных многообразий в односвяз­

ных компактных простых групnах Ли Картав развил в работе [103]. Он 
показал, что в случае, когда ранг такой группы равен n, каждая точка этой 
группы обладает n антиподными многообразиями, некоторые из которых 
состоят только из одной точки-антипода. 

Антиподвые многообразия можно определить также в неодносвязных 

компактных простых группах Ли и в симметрических римановых про­

странствах, группами движений которых являются комnактные простые 

группы Ли. В случае гиперсфер пространств Rn+l каждая точка имеет 
единственную точку-антипод. В пространствах sп точки не имеют анти­

подов. В случае пространств сsп и IН!Sn и плоскости OS2 антиподными 
многообразиями точек являются их полярные гиперплоскости или пря­

мые. 

В случае симметрических пространств, моделями которых являют­

ся многообразия т-мерных плоскостей пространств sп, с.sп и IН!Sn 
при т ~ n - т - 1, антиподными многообразия ми точек являются мно­
гообразия таких точек, которые изображают т-мерные плоскости, ле­

жащие в полярных (n - т - 1 )-мерных плоскостях тех т-мерных плос­
костей, образами которых являются данные точки. 

Ортогональные системы функций на симметрических 

nространствах 

В 1927 г. Г. Вейль и Ф. Петер опубликовали статью «Полнота прими­

тивных представлений компактных непрерывных груnп» [PeW], в которой 
было доказано, что все веприводимые представления компактных групп 

Ли всегда можно получить с помощью ортогональных систем функций, 

заданных на этих группах. В этой статье было найдено представление 

бесконечномерного гильбертова пространства L2( G) вещественных или 
комплексных функций f(t) с интегрируемым квадратом модуля, задан­

ных на компактной группе Ли G, в виде прямой суммы конечномерных 
пространств ортогональных или унитарных представлений этой группы. 

Это представление является обобщением классического разложения пе­

риодической функции в ряд Фурье. Рассмотрение такой функции с пе­

риодом 2п равносильно рассмотрению функции f(t) на компактной груп-
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пе 1Г = 1R/(2тcZ), где JR и Z- аддитивные группы вещественных и целых 
чисел, и разложение такой функции в ряд Фурье 

f(t) = а2° + 2:.:.:ak cos kt + L)k sin kt (6.41) 
k k 

равносильно представлению гильбертова пространства Lz(1Г) в виде пря­

мой суммы прямой линии и двумерных плоскостей «векторных диаграмм», 

векторы которых представляют функции ak cos kt + bk sin kt. Каждую из 
этих плоскостей можно рассматривать как плоскость комплексного пере­

менного, на которой группа 1Г представляется комплексными числами eikt. 

Эти представления называются характерами групnы 1Г. Подобные ха­

рактеры всякой коммутативной группы образуют группу характеров, еди­

ница которой является «единичным характером», в котором все элементы 

коммутативной группы представлены одним и тем же числом 1. 
Согласно известной теореме Фробениуса [Фро], группы характеров 

конечных коммутативных групп изоморфны этим груnпам. В силу «закона 

двойственности» Л. С. Понтрягина [Пон2] группы характеров бесконеч­

ных дискретных коммутативных груnп являются комnактными коммута­

тивными груnпами, группы характеров которых, в свою очередь, являются 

бесконечными дискретными коммутативными групnами; группы характе­

ров локально компактных коммутативных групп локально компактны. 

В частности, группа характеров группы 1Г изоморфна группе Z, груnпа 
характеров группы Z изоморфна группе 1Г, а группа характеров группы JR 
изоморфна ей самой. 

В работе [ 117] Картаи построил аналогичную теорию для функ­

ций, определенных на компактном симметрическом римановом nростран­

стве Е; эти функции образуют гильбертово пространство L2(E). Про­
странства L2(G) и L2(E) являются бесконечномерными аналогами ком­
плексного эрмитова евклидова пространства CRn, где роль векторов 
играют комплексные функции f(x), а роль скалярного произведения иг-
рает интеграл 

(f, g) = h f(x)g(x) dV, (6.42) 

где dV- элемент объема симметрического пространства или группы, 

а роль квадрата модуля вектора играет интеграл 

lfl2 
= h lf(x)l2 dV. (6.43) 

Если ах - точка симметрического пространства Е, получаемая из 

точки х этого пространства применением к ней движения а этого про-
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странства, то преобразование 

Taf(x) ={(ах) (6.44) 

является линейным преобразованием пространства Lz(E). Так как груп­
па, рассматриваемая Картаном, компактна, это линейное преобразование 

расщепляется на конечномерные преобразования вида 

{;(ах)= L a1fi(x). (6.45) 

Картаи называл последовательности функций f, (х), fz(x), ... , {р(х), 
определяющих такие преобразования, фундаментальными последова­

тельностями функций. Картаи показал, что функции этих последо­

вательностей можно выбрать ортогональными, т. е. удовлетворяющими 

условию ({;, {j) = Oij. Таким образом может быть построена бесконечная 
ортогональная система функций на симметрическом пространстве. Если 

мы разложим произвольную функцию f(x) nространства Lz(E) по этим 
функциям в виде конечного ряда 

р 

f(x) = L а;{;(х), (6.46) 
i=l 

то коэффициенты а; этого разложения обладают тем свойством, что сум­

ма ряда из их квадратов равна интегралу 

р 

~а~= h lf(x)l2 
dV = 1!12

. (6.4 7) 

Функции f;(x) фундаментальных последовательностей аналогичны 

функциям cos kt и siп kt, определяющим ряд Фурье, которые образуют 
систему ортогональных функций на группе 1Г. 

Корни и веса конечномерных линейных представлений полупростых 

групп Ли являются характерами подгрупп Картана этих групп. Картаи 

определил также «зональные функции» на симметрических nростран­

ствах, аналогичные сферическим функциям пространства R3 . 

Тоnология симметрических nространств 

Во всех упомянутых нами выше работах Картана, в которых рассмат­

риваются топологические свойства групп Ли, эти теории всегда представ­

ляют собой частные случаи общих исследований симметрических рима­

новых пространств. Это относится к работам (103], (l11 ], [154], а также 
к работе [118]. 



Редуктивные и nараболические nространства 209 

В работе <<0 топологических свойствах комплексных квадрик» [ l 37] 
Картав рассмотрел 2п-мерное симметрическое риманово пространство, 

которое может быть представлено гиперквадрикой nространства СР"+ 1 • 
Если ввести в это пространство метрику пространства csп+i' ТО гипер­
квадрика становится римановым пространством V2". Карта н показал, что 
это пространство является симметрическим пространством, допускаю­

щим интерпретацию в виде многообразия прямых пространства sп+i, так 
как каждая прямая пространства sп+i пересекает абсолют этого про­
странства, который является гиперквадрикой пространства e,pn+i, в двух 
мнимо сопряженных точках. Картав вычислил группы Бетти этого про­

странства. 

Вычисление групn Бетти односвязных компактных групп Ли в ра­

ботах [ 111] и [ 154] оnирается на то, что эти группы являются симмет­
рическими римановыми пространствами. В работе [118] это вычисление 
сводится к чисто алгебраической задаче в алгебре Ли компактной простой 

группы. 

По аналогии с теорией гомологий алгебр Ли, построенной Картавом, 

Г: П. Хохшильд в работе [Нос], С. Эйленберг и С. Маклейн в работе [ЕМ] 

и К. Шевалле и Эйленберг в работе [ChE] разработали теории когомо­
логий для произвольных алгебр, групп и коммутативных колец. 

Все аспекты этой теории были изложены Анри Картанам и Эйлен­

бергом в книге «Гомологическая алгебра» [СаЕ]. 

Редуктивные и параболические nространства 

Симметрические пространства являются частными случаями редук­

тивных пространств-однородных пространств G /К, удовлетворяю­
щих только первым двум соотношениям (2.59). Эти пространства были 
определены Петром Константиновичем Рашевским ( 1907 -1983) в рабо­
те [РашЗ] под названием «симметрические nространства с кручением». 
Приведеиное выше определение этих пространств и название «редуктив­
ные пространства» были предложены Номидзу в работе [Nom]. 

С симметрическими nространствами тесно связаны также параболи­

ческие пространства- однородные пространства G/P, где G- про­
стая груnпа Ли, а Р-ее параболическая nодгрупnа. Параболические 

nространства были определены в работе [ТiЗ] Ж. Титсом под названием 

«R-nространства»; эти nространства называют также «флаговыми мно­

rообразиями». Название «nараболические nространства» было введено 

в работе [РЗТ]. Параболические пространства доnускают модели в виде 
многообразий параболических образов однородных пространств с про­

стыми фундаментальными группами. 
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Важным частным случаем параболических пространств являются 

пространства G /В, где В- подгруппа Бореля группы G. 

Группы изотроnии симметрических и nараболических nространств 

Группы изотропии симметрических римановых пространств vм, най­
денные Картанам в работе [94 J, являются группами Ом вращений про­
странств Rм, касательных к пространству ум, в случае, когда ум- про­
странство постоянной кривизны, и подгруппами группы Ом в общем слу­

чае. Поэтому группы изотропии пространства yN переводят в себя бес­
конечно удаленные гиперплоскости пространств Rм, являющиеся про­
странствами sм- 1 . В общем случае группы изотропии не транзитивны 
в nространствах sм-l, а переводят в себя некоторые nоверхности этих 
пространств, называемые локальными абсолютами nространства yN. 

Рассмотрим группы изотроnии и локальные абсолюты компактных 

симметрических римановых пространств. Пространства типа BDll яв­
ляются эллиптическими пространствами s2п и s2п-l' их группы изо­
тропии- группы 02n+l и 02п· Пространства vм типа BDI при N = 
= (т+ l)(n - т) допускают модели в виде многообразия т-мерных 

плоскостей пространства sп. Группа изотропии этого пространства изо­

морфна прямому произведению групп движений т-мерной плоскости и ее 

полярной (n- т- !)-мерной плоскости, т. е. групп Om+l и Оn-т· Про­
странство v<m+l)(n-m) изометрично (т+ 1 )(n- т)-мерному грассмани-

( п+1) . 
ану в эллиптическом пространстве т+ 1 измерении, уравнениями ко-

торого являются условия, связывающие грассмановы координаты pioiJ ... i'" 

т-мерных плоскостей пространства sп. Локальными абсолютами этого 

пространства являются сегреаны crm.n-m-1· 

Сегреана crm,n. определенная Коррадо Сегре (1863-1924) в рабо­
те [Se2J, представляет собой алгебраическую поверхность 

zia. = х; у"' (6.48) 

в пространстве pmn+m+n (здесь xi и у"'- координаты точек в nростран­
ствах pm и pn). Уравнения сегреаны в проективных координатах имеют 
вид 

zia. zл" = zФ zia.. (6.49) 

При т = n = 1 сегреана является линейчатой квадрикой простран­
ства Р3 . 

В случае пространства v<m+l)(n-m) локальные абсолюты являются 
сегреанами (6.49) в пространствах s<m+l)(n-m)+ 1. 
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В случае симметрического nространства V2n тиnа AIV, т. е. nростран­
ства сsп, групnа изотроnии изоморфна nрямому произведению груnnы 
движений nространства сsп- 1 и груnnы D 1 движений nрямой 5 1. В этом 
случае груnпа изотропии nереводит в себя nаратактическую конгруэнцию 

ПрЯМЫХ nространства sп- 1 , ИЗОМетричную nространству Сsп- 1 ; груn­
Па D1 -групnа сдвигов вдоль nрямых конгруэнции. Локальный абсолют 
в этом случае совnадает с фокальной nоверхностью этой конгруэнции, 

т. е. состоит из двух мнимо соnряженных (n - !)-мерных nлоскостей 

Пространства 52п- 1 . 
В случае симметрического nространства V4n-4 тиnа Cll nри l = 1, 

т. е. nространства JНisп- 1 , групnа изотроnии изоморфна nрямому nроиз­
ведению групnы движений nространства JНisп- 2 и груnnы 8 1 движений 
nрямой CS1. В этом случае групnа изотроnии nереводит в себя nаратак­
тическую конгруэнцию nрямых nространства сs2п- 1 ' изометричную nро­
странству JНisп-2 ; груnпа 8 1- групnа сдвигов вдоль nрямых конгруэнции. 
Локальный абсолют в этом случае совnадает с фокальной nоверхностью 

этой конгруэнции, т. е. является мнимой сегрегной Е;,2п-1· 

В случае симметрических nространств V16 , V32, V64 , V128 тиnов Fll, 
EIII, EVI и EVIII, т.е. nлоскостей 052, COS2, JНIOS2 и 0 2S2, груnnы 
изотроnии изоморфны соответственно сnинорной групnе груnnы 0 9, nря­
мому nроизведению сnинорной груnnы груnnы 0 1 о и груnnы D 1, nрямому 
nроизведению сnинорной груnnы груnnы О 1 2 и груnnы 81 и сnинорной 

групnе груnnы 016· Груnnы изотроnии в этих случаях nереводят в себя 
конгруэнции nлоскостей в nространствах 5 15, 531 , 563 и 5 127, изометрич­
ные эрмитовым nрямым над теми же алгебрами. Локальные абсолюты 

в этих случаях совnадают с фокальными nоверхностями этих конгруэн­

ций, являющимиен мнимыми алгебраическими nоверхностями. 

Груnnы изотроnии nараболического nространства G / Р являются nа­
раболическими nодгруnnами Р груnnы G. В случае многообразий щ-об­
разов и схп-образов nространства pn груnпа изотроnии изоморфна групnе 
аффинных nреобразований nространства Р. 

В случае многообразий СХj-образов и схп+ 1 -;-образов nространства pn 
групnа изотроnии изоморфна групnе квазиаффинных nреобразований 
nространства Ei- 1,n. 

Груnnы изотроnии nространств сп и Ck изоморфны соответственно 
груnnам nодобий nространств Rn и Rk. 

Унитарные nредставления некомnактных групn Ли 

Рассмотрение систем функций на однородных nространствах nривело 

к появлению теории унитарных представлений некомnактных nростых 
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и квазипростых групп Ли, т. е. представлений этих групп унитарными 

операторами в гильбертовых пространствах L2(E) функций на однород­
ных пространствах Е, фундаментальными группами которых являются 

рассматриваемые группы. Унитарные операторы в пространстве L2(E) 
со скалярным произведением (6.42)- это такие линейные операторы U 
этого пространства, которые удовлетворяют условию (Uf, Ug) = (f, g). 
Эти операторы являются аналогами матриц группы C.Un. 

Первой работой, посвященной таким представлениям, была статья 

1939 г. «Об унитарных Представлениях неоднородной группы Лорен­

ца» [Wig] физика Юджина Вигнера (1902-1997). В этой работе Виг­
нер построил унитарные представления квазипрастай группы движений 

пространства Ri, т. е. пространства-времени специальной теории отно­
сительности. 

В 1943 г. И. М. Гельфанд и Д. А. Райков ( 1905-1980) опубликовали 
статью «Неприводимые унитарные представления локально бикомпакт­

ных групп» [ГеР], в которой была построена теория унитарных пред­

ставлений для широкого класса локально компактных групп, в том числе 

групп Ли. 
В 194 7 г. в статье «Неприводимые унитарные представления группы 

Лоренца» [Bag] Валентина Баргмана ( 1908-1991) и в статьях с тем 
же названием [ГеН 1] И. М. Гельфанда и М. А. Наймарка и [Har1] Ха­
риш-Чандры была построена теория унитарных представлений неком­

пактной простой группы Лоренца- группы вращений пространства Ri. 
Так как группа Лоренца локально изоморфна группе C.SL2, явля­

ющейся ее спинорной группой, Гельфанд поставил общую задачу изуче­

ния бесконечномерных унитарных представлений всех классических ком­

плексных простых групп Ли, рассматриваемых как некомпактные ве­

щественные простые группы Ли. Теория унитарных представлений этих 

групп была изложена Гельфандом и Наймаркам в книге [ГеН2]. Позднее 

Гельфанд и Граев в статье [ГеГ] решили более сложную аналогичную 

задачу для всех вещественных простых групп Ли бесконечных серий. 

Хариш-Чандра, независимо от Гельфанда, построил аналогичную тео­

рию в серии статей «Представления полупростых групп Ли» [Har2]. 
Гельфанд и его сотрудники и Хариш-Чандра рассматривали гильбер­

товы пространства L2(E) комплексных функций, заданных на параболи­
ческих пространствах Е, фундаментальными группами которых являются 

некомпактные простые и полупростые группы Ли. 

Главная серия унитарных представлений некомпактной группы G 
строилась с помощью параболического пространства G/8, где В- под­
группа Бореля группы G. Другие серии этих представлений строятся 
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с помощью параболических nространств G / Р, где Р - nроизвольвые 
параболические подгруппы группы G. 

В случае группы Лоренца, изоморфной группе движений простран­

ства нз, за многообразие Е можно принять абсолют пространства Н3 , 
представляемый плоскостью комnлексного nеременного, на которой дви­

жения пространства нз изображаются дробио-линейными преобразова­
ниями. 

Выше мы видели, что корни и веса конечномерных линейных пред­

ставлений полупростых групп Ли являются характерами nодгрупп Кар­

тава этих групп. В случае бесконечномерных nредставлений этих групn 

роль характеров их nодгрупn Картана играют обобщенные функции, 

которые являются линейными функционалами на гильбертовых nростран­

ствах. Эти обобщенные функции, как и характеры локально комnакт­

ных коммутативных групп, образуют локально компактные коммутатив­

ные груnnы, являющиеся прямыми nроизведениями нескольких беско­

нечных дискретных групп Z и нескольких групn JR. Элементы групп Z 
определяют целочисленные параметры унитарных представлений, а эле­

менты групп JR оnределяют вещественные параметры этих представлений. 
В случае комnлексной простой группы Ли ранга n максимальная ком­

пактная подгруппа является компактной группой того же класса и ранга, 

а подгруnпа Картана представляет собой прямое nроизведение n групп 1Г 
и n групп JR. Поэтому групnа характеров подгруппы Картана в этом случае 
является nрямым произведением n груnп Z и n групп JR, и унитарные 

nредставления такой груnnы определяются n целочисленными и n веще­
ственными nараметрами. 

В случае nроизвольной вещественной некомпактной груnnы имеется 

несколько неизоморфных подгруnn Картана, каждая из которых оnреде­

ляет серию унитарных представлений группы. Если подгруnпа Картана 

является прямым произведением l групп 1Г и т групп JR, то груnпа ее 
характеров- прямое произведение l групп Z и т групп JR, и унитарные 
представления этой группы определяются l целочисленными и т веще­
ственными параметрами. 

В случае, когда подалгебра Картана компактна, т. е. является пря­

мым произведением n групп 11', ее группа характеров nредставляет собой 
прямое произведение n групп Z, и имеются только дискретные серии уни­
тарных представлений, определяемые n целочисленными nараметрами. 

Теория унитарных представлений квазиnростых групп Ли аналогична 

теории унитарных представлений некомnактных простых групп Ли. 

Аналоги классических сферических функций в симметрических nро­

странствах, изучение которых было начато Картанам в работе [ 117], тесно 
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связаны с унитарными представлениями компактных и некомпактных 

групп Ли. Мы видели, что функuии cos kt и sin kt, где k- uелое чис­

ло, определяют представления группы 'JГ, изоморфной группе враще­

ния nлоскости R2 . Аналогично, гиперболические функuии ch pt и sh pt, 
где р- вещественный nараметр, определяют nредставления группы вра­

щений плоскости Rт. Сферическими функuиями пространства R3 явля­
ются полиномы Лежандра Pn(cos е), где е- широта ТОЧКИ на сфере, 

а п- uелое число. Сферическими функuиями пространства RI являются 
гипергеометрические функции Pp(cos е), гдее-аналог широты точки 
на сфере, а р- вещественный nараметр. Аналогами сферических функ­

uий для плоскости Rт являются функции Бесселя J0 (pr), где r- первая 
полярная координата точки на nлоскости, а р- вещественный параметр. 

Аналогичные теории для многих симметрических пространств с компакт­

ными и некомnактными nолупростыми и квазипростыми фундаменталь­

ными групnами были построены И. М. Гельфандом в работе [Gel]. 
В книге «Спеuиальные функuии и теория представлений групn» [Вил] 

Наум Яковлевич Виленкии nоказал, что все классические спеuиальные 

функuии можно рассматривать как элементы матриu бесконечного поряд­

ка, определяемых линейными операторами nредставлений простых и ква­

зипростых групп Ли. 

k-симметрические nространства 

Симметрические римановы пространства являются частными случа­

ями однородных пространств, с каждой точкой которых связан не инво­

лютивный автоморфизм фундаментальной группы пространства, а пери­

одический автоморфизм Ф, k-я степень которого фk является тожде­
ственным преобразованием. Эти пространства были впервые определены 

Артюром Леджером (р. 1926) в работе [Led] «Обобщенные симметриче­
ские пространства». В. И. Ведерников в работах [Вед!], [Вед2] рассмат­

ривал эти пространства под названием «однородные Ф-пространства». 

Наиболее важны редуктивные nространства, обладающие этим свой­

ством и называемые k-симметрическими или периодическими прост­

ранствами. Эти пространства изучались О. Ковальским и А. Г. Феденко 

в книгах [Ков] и [ Фед2] и Б. П. Комраковым, А. Леджером и М. Оба­
той, Н. А. Степановым, Дж А. Вольфом и А. Греем, Б. А. Розенфельдом 

и М. П. Замахавеким в статьях [Ком], [LeO], [Стn], [WG] и [RoZ]. 
В случае, когда автоморфизмы Ф, связанные с точками k-симмет­

рического пространства, являются внутренними автоморфизмами фун­

даментальной группы G этого пространства, пространство называется 
k-симметрическим пространством внутреннего типа; в случае, ко-
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гда автоморфизмы Ф- внешние автоморфизмы группы G, пространство 
называется k-си.м.метрически.м пространство.м внешнего типа. 

Полная классификация k-симметрических пространств внутреннего 

типа была проведена М. П. Замахавеким в работе [RoZ]. Он доказал, 
что если алгебра Ли G простой группы Ли G записана в виде (3.58), 
то прямая сумма G0 = G_h + Go + Gh является подалгеброй алгебры 
Ли G; подалгебры Go и G0 являются алгебрами Ли подгрупп G0 и G0 

группы G, и однородные пространства G/Go и G/G0 являются соот­
ветственно (h + l )-симметрическим и h-симметрическим пространет­

вам и. 

При h = 1 подалгебры G0 совпадают с алгебрами Ли G. Поэтому 
при h = l со всяким параболическим пространством связано симметриче­
ское пространство G/Go. В частности, в пространстве pn с многообразием 
т-мерных nлоскостей связано многообразие пар, состоящих из т-мер­

ной и (n -т- !)-мерной плоскостей; в пространстве s~п-J с семей­
ствами (n- !)-мерных плоских образующих абсолютной гиперквадрики 

связаны многообразия паратактических конгруэнций прямых; а в про­

странстве Sy2n-l с многообразием (n- !)-мерных нуль-плоскостей свя­
зано многообразие нуль-конгруэнций прямых. 

Из теоремы Замахавекого следует также, что при h > l со всяким 
параболическим пространством связано одно h-симметрическое и одно 

(h +!)-симметрическое пространства. 
Если разложение (3.58) определяется nростым корнем а;, то чис­

ло h в формуле (3.58) равно коэффициенту щ при а; в разложении 

максимального корня !..! = I: тkak· Если разложение (3.58) определяется 
k 

простыми корнями а; 1 , а;2 , ••• , a;k, то число h в формуле (3.58) равно 
сумме т; 1 + т;2 + ... + т;k коэффициентов т;k при a;k в разложении 

максимального корня !..! = I: тkak. 
k 

Для пространств G/G0 Замахавекий доказал, что стационарные под­
группы точек этих пространств являются полупростыми группами Ли, 

диаграммы Дьшкина которых получаются из расширенных диаграмм 

Дынкина групп G удалением точек, изображающих простые корни а; 

или a;l' а;2 , ••• , a;k (см. рис. 2.9). Для пространств G/Go Замахавекий 
доказал, что стационарные подгруппы точек этих пространств локально 

изоморфны прямым произведениям коммутативных групп D1 на полупро­
стые группы Ли, диаграммы Дьшкина которых получаются из обычных 

диаграмм Дынкина групп G удалением точек, изображающих простые 
корни а; или а; 1 , а;2 , ••• , a;k (см. рис. 2.2 и 2.5). 
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В частности, симметрическое пространство типа Fi является про­
странством G/Go, определяемым простым корнем а,; симметрическое 
пространство типа FII является пространством G/Go, определяемым про­
стым корнем а4 ; симметрическое пространство типа Е! является про­

странством G/G0, определяемым простыми корнями а 1 и а5 ; симмет­
рическое пространство типа EII является пространством G/G0 , опре­
деляемым простым корнем а6; симметрическое пространство типа EIII 
является пространством G/Go, определяемым простым корнем а 1 или as; 
симметрическое пространство типа EIV является пространством G/G0, 

определяемым простыми корнями а 1 или as и -[1. Симметрическое про­

странство типа EV является пространством G/G0, определяемым про­
стым корнем а7; симметрическое пространство типа EVI является про­
странством G / G0, определяемым простым корнем а6 ; симметрическое 
пространство типа EVII является пространством G/Go, определяемым 
простым корнем а 1 ; симметрическое пространство типа EVIII является 
пространством G/G0 , определяемым простым корнем а7 ; симметриче­
ское пространство типа EIX является пространством G/G0, определя­
емым простым корнем а,. 

Внешние автоморфизмы простых групп Ли рассматривались Кар­

танам в работах [9] и [82]. Этими автоморфизмами обладают только 
простые группы Ли классов An, Dn и Е6, для которых группы Галуа Г 

не совпадают с их группами Вейля W, и факторгруппы Г /W состоят 
из 2 и 3! = 6 элементов. Эти автоморфизмы связаны с двусторонней и 
трехсторонней симметриями диаграмм Дынкина групп классов An, Dn 
и Е6 и с принцилами двойственности и тройственности пространств с эти­

ми фундаментальными группами. В случае двусторонней симметрии диа­

грамм Дынкина внешний автоморфизм а является инволютивным, т. е. 

а2 является тождественным преобразованием; в случае трехсторонней 
симметрии диаграммы Дынкина (см. рис. 2.6) внешний автоморфизм а об­
ладает тем свойством, что а3 является тождественным преобразованием. 

Подгруппы групп An, Dn и Е6, состоящие из элементов, инвариантных 
при внешних автоморфизмах этих групп, являются группами Ли, диаграм­

мы Дынкина которых получаются из диаграмм Дынкина групп An, Dn 
и Е6 при отождествлении точек этих диаграмм, соответствующих при их 

симметриях. 

Отождествляя в группе Ли класса А2п точки, изображающие простые 

корни а; и a2n+i-l, мы получим диаграмму Дынкина группы Ли класса An. 
Отождествляя в группе Ли класса А2п-1 точки, изображающие про­

стые корни а; и a2n-i, мы получим диаграмму Дынкина группы Ли клас­
са Сп. 
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Отождествляя в группе Ли класса Dn точки, изображающие простые 
корни Ctn-1 и Ctn, мы получим диаграмму Дынкина группы Ли класса Bn-1· 

Отождествляя в группе Ли класса Еб точки, изображающие простые 

корни сх 1 и сх5, сх2 и сх4, мы получим диаграмму Дынкина группы Ли клас­
са F4. 

Отождествляя в группе Ли класса D4 точки, изображающие простые 

корни сх1, схз и сх4, мы получим диаграмму Дынкина группы Ли класса G2. 
Образами симметрии, соответствующими внешним автоморфизмам 

групп А2п. A2n+l, Dn и Еб, являются п-мерные плоскости простран­
ства сs2п' паратактические конгруэнции прямых пространства CS2n+l' 

гиперплоскости пространства s2п-l и нормальные октонионные 2-цепи 
плоскости COS2 . Образами 3-симметрии, соответствующими внешне­
му автоморфизму группы D4 , являются гиперплоскости пространства 57 

с геометрией пространства Sg6 . 



Глава? 

Обобщенные пространства 

«Аффинньrе связности» и «метрические многообразия» Вейля 

Мы уже отмечали, какую важную роль в развитии римановой гео­

метрии сыграло открытие А. Эйнштейном общей теории относительности, 

согласно которой пространство-время и гравитационное поле материи 

описываются четырехмерным псевдоримановым пространством V{, кри­
визна которого связана с плотностью распределения материи. Исключи­

тельную роль для создания дальнейших обобщений понятия пространства 

сыграла поставленная Эйнштейном задача построения единой теории 

поля. Эйнштейн исходил из представления о том, что вся физика сво­

дится к механике и электродинамике, гравитационное поле материи уже 

учитывается геометрией пространства V{, и для описания единой теории 
физического поля следует построить такую более общую пространствен­

ную схему, которая наряду с гравитационным полем описывала бы также 

электромагнитное поле. В специальной и общей теории относительно­

сти Эйнштейна электромагнитное поле, определявшееся в классической 

электродинамике полями вектора Е напряженности электрического поля 

и вектора Н напряженности магнитного поля, характеризуется единым 

кососимметрическим тензором pij (i, j = 1, 2, 3, 4) электромагнитного по­
ля, координаты которого связаны с векторами Е и Н и скоростью света с 

соотношениями 

Первой попыткой построения более общей геометрии, чем риманова 

или псевдориманова, которая описывала бы наряду с гравитационным 

полем материи также электромагнитное поле, была геометрия Вейля, 

созданная Г. Вейлем в его статье «Чистая инфинитезимальная геомет­

рия» [Weyl]. 
В этой работе Вейль различает три типа многообразий- «многооб­

разие-место» (situs-Mannigfalttigkeit), которое он отождествлял с «пу­
стым миром», т. е. с миром без материи, «аффинно-связное многооб-
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разие» (affin zusammenhangende Mannigfalttigkeit), под которым Вейль 
понимал многообразие с параллельным переносом векторов (он на­

зывал его «миром с гравитационным полем»), и «метрическое мно­

гообразие», которое он называл также «эфиром» и под которым он 

понимал «мир» с гравитационным и электромагнитным полями. «Аф­
финно-связное многообразие» Вейля по существу совпадает с простран­

ством-временем общей теории относительности Эйнштейна, т. е. с псев­

даримановым пространством. Под «метрическим» же многообразием 

Вейль понимал обобщение риманова и псевдориманова пространств, 

состоящее в том, что если в пространствах vn и VГ при параллельном 

переносе векторов происходит изометрическое отображение касательных 

пространств Тх( vп) и Тх( VГ) на касательные пространства в беско­

нечно близких точках, то в «метрических многообразиях» Вейля эти 

отображения - преобразования подобия (т. е. при этих отображениях 

сохраняются углы между векторами, а линейные размеры умножаются 

на вещественные числа). 

Те же идеи Вейль изложил в своей книге «Пространство, время, 

материя» [Wey2], первое издание которой вышло в том же 1918 г., за 
этим изданием последовал ряд переизданий (пятое- в 1923 г.), книга 

была переведена на французский в 1922 г., а затем и на английский язык 

и получила широкую популярность во всем мире*) (в этой книге была 

изложена знаменитая векторно-точечная аксиоматика п-мерных аффин­

ного и евклидова пространств е и Rп). 

Хотя Эйнштейн занимался проблемой построения единой теории по­

ля в течение нескольких десятков лет, ни ему, ни другим физикам не 

удалось nостроить такую теорию. Напротив, по мере развития физики 

открывзлись новые виды взаимодействия материи («слабое взаимодей­

ствие», «сильное взаимодействие»), которые не сводились ни к механи­

ческому, ни к электромагнитному взаимодействию. Однако для развития 
многомерной дифференциальной геометрии импульс, полученный ею от 

физиков, пьпавшихся построить единую теорию поля, оказался весьма 

плодотворным. 

nространства аффинной связности 

Введенный Вейлем термин «аффинно-связное многообразие» вскоре 

получил более широкий смысл, чем ему придавал Вейль, и стал при­
меняться к таким пространствам An, касательные пространства Tx(An) 
к которым являются аффинными пространствами Е7, nричем для каждых 

*) На русском языке эта книга опубликована в 1996 г. 
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двух касательных лространств в бесконечно близких точках оnределено 

аффинное отображение одного из них на другое. Такие nространства 
оnределил Я. А. Схоутен, который пришел к ним, обобщая открытый им 

одновременно с Леви-Чивитой параллельный леренос векторов в римано­

вом nространстве. Поэтому Схоутен называл отображение касательных 

лространств Р пространства An перенесением (Ubertragung); эти про­
странства он оnределил в работе «0 различных перенесениях, которые 
могут быть положены в основу дифференциальной геометрии» [Sch 1 ]. 
Теория Схоутена была nодробно изложена в его книге «Исчисление 
Риччи» [Sch2] (как мы упоминали, «исчисление Риччи»- одно из на­
званий тензорного исчисления). Схоутен определял nространство An 
как многообразие с координатами х;, в каждой точке которого заданы 

функции ГJk = t~i' лреобразующиеся при преобразованиях координат 
по тому же закону, что символы Кристоффеля риманова nространства, 

однако не выражающиеся по формулам (6.1 О) через метрический тен­
зор gii· Поэтому в общем случае в пространстве An нельзя оnределить 
длины линий и величины углов между линиями, но можно оnределить 

геодезические линии, являющиеся интегральными кривыми диффе­

ренциальных уравнений (6.9). При этом параметр s, для которого эти 
дифференциальные уравнения сохраняют свой вид, определен с точ­

ностью до «аффинного лреобразования» s ---. as + Ь, вследствие че­

го этот лараметр называется аффинным параметром геодезических 

линий. 

К каждой точке х пространства An присоединяется касательное про­
странство Тх(Ап), являющееся аффинным nространство м En, аналогичное 
касательным пространствам Тх(Vп) и Tx(Vj). Как и в пространствах vп 
и Vf, в nространстве An олре~ел.яются контравариантные и ковариантные 
векторы ai и а; и тензоры т;;:::;;. С помощью функций Гjk в nростран­
стве An определяется параллельный перенос векторов и тензоров по тем 
же формулам (6.18), (6.19) и (6.20), что и в пространствах vп и Vf. 

Несколько более общее определение пространства аффинной связно­

сти было дано Картанам в статьях [66], [69] и [80]. Книга [208] содержит 
русские лереводы статей Картана о лространствах аффинной, проектив­

ной и конформной связности. В начале статьи [66] Картаи nисал, что 
термин «аффинная связность» заимствован из книги Вейля [Wey2], но 
«В этом мемуаре ему придан более широкий смысл». Мы будем обозна­

чать nространства аффинной связности Карта на тем же символом А n, 

что и пространство Схоутена. Картан, как и Схоутен, определял аф­

финное отображение касательного пространства Tx(An) на касательное 
пространство Tx'(An) в бесконечно близкой точке, но аффинное отобра-
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жение Картана является более общим, чем отображение Схоутена. Для 

определения отображения Карта н рассматривает репер { х, е;} в про­
странстве Тх(А") и репер {х', е;} в пространстве Тх'И") и задает главную 
часть отображения соотношениями <р(х) = х + dx, <р(е;) = е; + de;, где 

dx = I: u/e;, de; = I: (J)ki· Эти формулы по виду в точности совпадают 
i i 

с деривационными формулами (5.5) репера {х, е;} аффинного простран­
ства Еп, однако теперь они не будут вполне интегрируемыми, как для 

пространства En, так как входящие в них формы (J); и (J)j удовлетворяют 
уравнениям структуры пространства аффинной связности 

d(J)i = L (J)k А (,)~ + L L sjk(J)i А (J)k, 
k k 

d(J){ = L (,)~А(,)~+ L L R{kl(J)k А(,)', 
(7.1) 

k k i 

которые сложнее формул (6.25). В формулах (7.1) Sjk- тензор круче­

ния, а Ri.k,- тензор кривизны пространства An. Теперь деривационные 
формулы (5.5) допускают интегрирование только вдоль кривой xi = xi(t), 
принадлежащей Ап, и их одномерные интегралы определяют «развертки» 

пространства аффинной связности An на аффинное пространство En. 
В том случае, когда векторы е; образуют натуральный репер на А 11 , 

д . . . 
т. е. когда е; = дхi и (J)1 = dx', формы (J)j, определяющие на An аффин-

ную связность, имеют вид (J)j = I: ГJk dxk. Коэффициенты Гjk называются 
k 

коэффициентами аффинной связности; в отличие от аналогичных 

коэффициентов Схоутена здесь не предполагается соотношения Гjk = Г~i' 
и возникает тензор 

S; -г; г; 
jk- jk- kj• (7.2) 

называемый тензором кручения. В этом случае имеется и тензор кри-

ВиЗНЫ 

; дFjk дгj, ""' h ; ""' h ; 
Ri.kt = дх' - дхk + L.... ГikГ ы - L.... Гi1Г hk• (7.3) 

h h 

определяемый по формуле, аналогичной формуле (6.12) для вычисления 
тензора Римана пространста vп и Vf. 

В случае, когда Sjk =0, пространство An называется пространством 
без кручения, а в случае, когда R},kt =О,- пространством без кри­

визны. Так как в пространствах vп и Vf имеет место равенство Гjk = Г~i' 
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эти пространства можно рассматривать как пространства аффинной 

связности без кручения, а аффинное пространство En является простран­
ством Ап без кривизны и кручения. Так же как и в случае пространств vп 
и V?, результат параллельного переноса вектора а= { ai} по замкнутому 
контуру, определяемому в окрестности точки х пространства An диффе­
ренциалами координат dxi и &xi, отличается от исходного вектора а= { ai} 
приращением, равным вектору с координатами R~ klai dxk '&х1 • Вектор 
с координатами SJkdxi&xk определяет незамкнутость 'в касательном про­
странстве Tx(An) пути, соответствующего этому замкнутому контуру, при 
его развертке. В этом состоит геометрический смысл тензоров кривизны 

и кручения пространства аффинной связности An. 

Пространства евклидовой, изотроnной и метрической связности 

Картаи определил пространства аффинной связности во второй главе 

своей работы [66]. В первой главе этой работы Картаи анализировал про­
странство-время общей теории относительности, рассматривая его как 

пространство «псевдоевклидовой связности», касательные пространства 

которого являются псевдоевклидовыми пространствами Ri. В этой главе 
Картаи рассматривал также пространство-время классической механики 

Галилея-Ньютона «С точки зрения теории Эйнштейна», т. е. он рассмат­

ривал это пространство-время как пространство «изотропной связно­

сти», касательные пространства которого являются изотропными про­

странствами /4 • Карта н не ввел этого понятия, но записал преобразования 
пространствеиных координат и времени при переходе от одной инерци­

альной системы пространства-времени классической механики к другой, 

а эти преобразования совпадают с преобразованиями координат про­

странства /4 . 

В третьей главе той же работы [66] Картаи определил пространства 
метрической и евклидавой связности. По аналогии с термином Г. Вейля 

«метрические многообразия» Картаи называл пространствами метриче­

ской связности такие пространства An, касательные nространства Tx(An) 
которых являются псевдоевклидовыми пространствами Ri, в которых 
действует группа преобразований подобия. При этом формь~ си! равны 
между собой (эти формы Картаи обозначал си), а формы си~ при i -1 j 
связаны теми же соотношениями, что и в случае группы движений про­

странства Ri. 
Уравнения структуры пространств метрической связности, как и в слу­

чае общих пространств An, имеют вид (7.1). Отображения касательных 
пространств Rn и R? этого пространства на касательные пространства 
в бесконечно близких точках являются преобразованиями подобия. Част-
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ный случай nространства метрической связности, nри котором форма w 
тождественно равна нулю, т. е. когда отображения касательных nро­

странств этого пространства на касательные nространства в бесконечно 

близких точках являются изометрическими отображениями, Картан на­

зывал пространствами евклидавой связности. 

Картан употреблял термины «метрическая связность» и «евклидова 

связность» для пространств Ап, касательными пространствами которых 

являются как пространства Rn, так и nространства R?. 
Римановы и nсевдоримановы пространства vп и V[' являются част­

ными случаями «пространств евклидавой связности», у которых тензор 

кручения Sjk тождественно равен нулю. То же условие выделяет среди 
пространств метрической связности «метрические многообразия» Вей­

ля, называемые в настоящее время пространствами со связностью 

Вейля. 

Статьям Картана [66], [69] и [80] nредшествовали заметки, посвя­
щенные nопыткам построения единой теории поля. В заметке [58] Картав 
определил пространство евклидавой связности с кручением, а в работе 

«Об обобщенных пространствах и теории относительности» [59] он оnре­
делил nространство метрической связности и предложил характеризовать 

пространство-время как такое пространство, касательные пространства 

которого являются псевдоевклидовыми nространствами Ri. 
В работе «Недавние обобщения понятия nространства» [171] Картан 

привел простейший пример пространства евклидавой связности: сферу, 

на которой nараллельный перенос касательных векторов оnределен таким 

образом, что переносимый и перенесенный векторы составляют равные 

углы с меридианами, проходящими через их начала; при этом геодези­

ческими линиями являются локсодромы. Так как такой параллельный 

перенос не зависит от пути переноса, он является абсолютным парал­
лелизмом. Этот же пример Картав привел в письме к А. Эйнштейну 8 мая 
1929 г., написанном в связи с тем, что Эйнштейн независимо от Картана 

в 1928 г. пришел к понятию абсолютного nараллелизма и пытался его 

nрименить в своей единой теории поля. Этим письмом началась интен­

сивная переписка Картава с Эйнштейном об абсолютном параллелизме, 

опубликованная в сборнике [21 О]. 

Аффинные связности в rpynnax Ли и симметрические 
nространства аффинной связности 

Первоначально понятия связности создавались Схоутеном и Карта­
нам независимо друг от друга. В 1926 г. появились две их совместные 

работы «0 геометрии группового многообразия простых и полупростых 
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групп» [91] и «0 римановых геометриях, допускающих абсолютный па­
раллелизм» [92). Обе статьи в основном относятся к римановой геомет­
рии, но в них так или иначе затрагивается геометрия пространств аффин­

ной связности. В nервой из этих статей рассматриваются три аффинные 

связности в групnах Ли, называемые (-)-связностью, (+)-связностью 

и (0)-связностью. Указывается, что в случае nростых и полуnростых 

групn Ли (0)-связность оnределяется римановой или nсевдоримановой 

метрикой Картана в этой групnе. В работе [92] рассматриваются два ви­
да абсолютного nараллелизма в nолупростых групnах Ли, оnределяемые 

соотношениями 

'У'Х- 1 = ух- 1 и 'Х- 1 'У = х- 1 У, (7.4) 

где Х, У, 'Х, 'У- элементы груnпы. Эти абсолютные nараллелизмы свя­

заны с (-)-связностями и ( + )-связностями в этих групnах. 
В работе [92] рассматривается также бесконечное множество абсо­

лютных параллелизмов в эллиnтическом пространстве 57
, nолучаемом из 

гиперсферы icxl = 1 в алгебре О октанионов с метрикой nространства R8 

nри отождествлении диаметрально противоположных точек этой гипер­

сферы. Этими абсолютными параллелизмами являются преобразования, 

определяемые соотношениями 

'У('Х- 1 А)=У(Х- 1 А) и (А'Х- 1 )'У=(АХ- 1 }У, (7.5) 

где Х, У, 'Х, 'У, А - октанионы единичного модуля. Каждый октанион А 
определяет два абсолютных параллелизма (7.5). 

Точно такой же вид (7.4) имеют абсолютные параллелизмы в любой 
группе Ли. Эти параллелизмы определяют две аффинные связности без 

кривизны в любой некоммутативной группе Ли. 

Две аффинные связности без кривизны и аффинная связность 

без кручения в любой некоммутативной груnпе Ли подробно описа­
ны в статье Карта на [ 1 О 1]. Здесь аффинные связности без кривизны 
называются «абсолютными параллелизмами первого и второго рода». 

Параллельный перенос векторов в этих связностях определяется отоб­

ражениями окрестностей элементов Х на окрестности элементов 'Х 
с помощью сдвигов (7.4). Так как эти отображения не зависят от 

nути, соединяющего Х и 'Х, вектор, получаемый nереносом по за­

мкнутому контуру в обеих этих связностях, совпадает с исходным 

вектором, откуда видно, что эти связности - без кривизны. В то же 
время эти связности обладают кручением, nричем при абсолютном 

параллелизме первого рода координаты тензора кручения SJk свя­
заны со структурными константами cjk группы Ли соотношениями 
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. 1 . 
Sjk = 2cfk• а при абсолютном параллелизме второго рода- соотношени-

. 1 . 
ями Sjk = -2CJk• 

Третья связность, определенная Картанам на группе Ли, также ин­

вариантна при преобразованиях группы, это связность без кручения, она 

определяется своими геодезическими линиями и их аффинным парамет­

ром. Роль геодезических линий, проходящих через единицу группы, игра­

ют однопараметрические подгруппы, а роль аффинного параметра-их 

канонический параметр t, при котором произведение элементов x(t1) 
и x(t2) подгруппы совпадает с элементом x(t1 + t2) - этот параметр 
определен с точностью до невулевого множителя. Роль геодезических 

линий, не проходящих через единицу группы, играют классы смежности 

по однопараметрическим подгруппам, а роль аффинного параметра на 

этих классах смежности играет канонический параметр подгруппы; этот 

аффинный параметр определен с точностью до «аффинного преобра­

зования» t --> at + Ь. Тензор кривизны этого пространства аффинной 
связности выражается через структурные константы c~k группы по той 
же формуле (6.30), что и тензорьс кривизны римановой или псевдори­
мановой метрик в простых и полупростых группах Ли, определяемых 

формой Киллинга-Картава на этих группах. Отсюда видно, что в этих 

группах аффинная связность Картана без кручения определяется ин­

вариантной римановой или псевдоримановой метрикой (6.29) в этих 

группах. 

Аффинная связность без кручения в группах Ли, определенная Кар­
танам в статье [ 1 О 1], является частным случаем аффинной связности 
симметрического пространства. Так же как и в случае римановых симмет­

рических пространств, Картав доказал, что необходимым и достаточным 

условием, чтобы пространство аффинной связности без кручения было 

симметрическим пространством, является условие V' hR~.kt =О, аналогич­
ное условию (6.28). Эти пространства можно реализовать в группах Ли 
в виде вполне геодезических поверхностей аоа, проходящих через еди­

ницу группы, где а - отражение от произвольной точки пространства 

аффинной связности, а ао - отражение от векоторой фиксированной 

точки этого пространства. Так же как и в случае симметрических ри­

мановых и псевдоримановых пространств, алгебра Ли группы Ли, по­

рождаемой отражениями а, допускает «разложение Картава» (2.57), 
где подалгебра 1( является алгеброй Ли группы изотропии этого про­

странства, а подпространство Е можно рассматривать как касательное 

пространство к вполне геодезической поверхности в группе, на ко­

торой реализуется симметрическое пространство аффинной связности, 
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или, что равносильно этому, как касательное пространство к этому 

симметрическому пространству. Тензор кривизны симметрического про­

странства аффинной связности выражается через структурные кон­

станты c~v и c~w группы, порождаемой отражениями а, по той же 

формуле (6.32), что и в случае римановых и псевдоримановых прост­
ранств. 

В симметрических пространствах аффинной связности, так же как 

и в римановых симметрических пространствах, определена структура ква­

зигруппы О. Л о оса [Loo 1, которая ставит в соответствие всяким двум 
точкам х и у этого пространства точку z - отражение точки х отно­

сительно точки у по геодезическим линиям этой аффинной связности. 

Касательные пространства к симметрическим пространствам аффинной 
связности, так же как и касательные пространства к симметрическим 

римановым пространствам, замкнуты относительно операции [[XYIZI и, 
следовательно, являются тройными системами Ли. 

«Изотропная связность» Картана является частным случаем r-ква­

зиевклидовой связности. Л. М. Карпова [PKI доказала, что в каждой 
квазип ростой группе Ли можно оnределить инвариантную геометрию ква­

зиевклидовой связности, частным случаем которой является геометрия 

Бляшке [Blall пространства 5 1•3 в группе движения плоскости R2• 

Редуктивные пространства как симметрические пространства 

с кручением 

В главе 6 мы оnределили, следуя К. Номидзу [Nom], редуктивные 
nространства как однородные пространства G/K, удовлетворяющие толь­
ко первым двум соотношениям (2.59), и указали, что эти nространства 
впервые были определены П. К. Рашевским [РашЗI как пространства аф­
финной связности, в которых ковариантно постоянен не только тензор 

кривизны (\1 hRj,k1 = 0), но и тензор кручения (\lhSjk = 0), вследствие 
чего он называл эти nространства «симметрическими пространствами 

с кручением». 

Эквивалентность определений Рашевского и Номидзу вытекает из 

того, что если базис алгебры Ли G = К+ Е состоит из векторов е; по­
далгебры К и векторов еа подпространства Е, то уравнения структуры 

групnы G имеют вид 

[ e;ei 1 = I:Ctek, [ е;еа] = I::С~ае.в, [ есtе.в] = I::C~13e; + .:~:::>~13 еу. (7.6) 
k /3 у 

Структурные константы с~13 совnадают с координатами тензора круче­
ния s~/3 пространства. 
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В том случае, когда группа изотропии редуктивного nространства 

комnактна, это пространство является пространством евклидавой связ­

ности, оnределенным Картанам в работе [66]. 

Пространства nроективной связности 

В работе [70] Картан, по аналогии с пространствами аффинной связ­
ности An, определил пространства проективной связности вп как 
п-мерные многообразия, с каждой точкой х которых связано «касатель­

ное» пространство Тх(Вп), являющееся л ространетвам pn, nричем каждой 
ларе бесконечно близких точек х и х' nространства В соответствует про­
ективное отображение nространств Тх(Вп), являющееся аналогом парал­

лельнаго nереноса векторов nространства An. Деривационные формулы 
для проективных реnеров в nространствах вп имеют тот же вид (5.8), что 
и в пространстве pn, но уравнения структуры пространств вп отличаются 
от уравнений (5.13) и имеют более сложный вид 

d i '"' h i 1 '"' '"' Ai k 1 (,)i = ~ (,)j 1\ (,)h + 2 ~ ~ i,kl(,) 1\ (,) ' 
h k 1 

h, i, j =О, 1, ... , п, k, l = 1, 2, ... , п, 

(7.7) 

где (J)k = (,)~. Тензор A~.kl• являющийся аналогом тензора кривизны про­
странства An, называют тензором проективной кривизны. В слу­
чае, когда тензор A~.kl тождественно равен нулю, Картаи называл про­
странство вп голономным пространством. В настоящее время та­

кие пространства называются проективно плоскими. Внешние квад­

ратичные формы 2:: 2:: A~.kl(,)k 1\ (,)1 Карта н обозначал n{. Так же как 
k 1 

в случае nространства pn, бесконечно малое смещение реnеров в про-
странстве вп оnределяется формами (,)~. Формы n; Картаи называл, по 
аналогии с формами n; = 2:: 2:: S~k(,)i 1\ (,)k nространства Ап, формами 

i k 

кручения, и в случае nj =о nространство nроективной связности назы­
вал «nространством без кручения». 

В пространстве вп, как и в пространстве А n, определяются геодезиче­

ские линии, nри бесконечно малых смещениях вдоль которых сохраняется 

их направление. Однако, в отличие от nространства An, на геодезических 
линиях пространств вп нельзя оnределить аффинный параметр. 

Ту роль, которую среди пространств An играют римановы и леевдо­
римановы пространства, среди пространств вп играют нормальные про­

странства проективной связности- пространства без кручения, об­

ладающие свойством 2:: AZ ;
1
. = О, вполне оnределяемые своей системой 

k ' 
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геодезических линий. Нормальные пространства вп связаны с проблемой 

геодезического отображения римановых пространств, т. е. такого отобра­

жения одного пространства vn на другое, при котором геодезические ли­
нии переходят в геодезические линии. Для решения этой задачи для рима­

новых пространств строятся нормальные проективные связности, опре­

деляемые их геодезическими линиями. Эквивалентность этих связностей 

равносильна наличию геодезических отображений одного из пространств 

на другое пространство. 

Пространства конформной связности 

В работе [68] Картан, также по аналогии с пространствами аффинной 
связности An, определил пространства конформной связности Dп 
как п-мерные многообразия, с каждой точкой х которых связано «Ка­

сательное» пространство Тх(Dп), являющееся пространство м сп, причем 

каждой паре бесконечно близких точек х и х' пространства Dп соответ­
ствует конформное отображение пространств Тх(Dп), являющееся анало­

гом параллельного переноса векторов пространства An. Деривационные 
формулы для конформных реперов в пространствах Dn имеют тот же 
вид (5.8), что и в пространстве сп, и формы ыf связаны теми же урав­
нениями (5.1 0), но уравнения структуры пространств Dn отличаются от 
уравнения (5.1 3) и имеют более сложный вид 

d i ""' h л i 1 ""' ""' Ai k 1 {t) i = L.." {t) i {t) h + 2 L.." L.." i,kl {t) л {t) ' 

h k 1 (7.8) 

h, i,j=O, 1, ... , п+ 1, k, l= 1, 2, ... , n+ 1, 

где тензор A{.kl• являющийся аналогом тензора кривизны пространства Ап, 
называют тензором конформной кривизны. В случае, когда тензор A{,k1 
тождественно равен нулю, Картаи называл пространство Dп простран­

ством без кривизны, или голономным пространство.м. В настоящее 

время такие пространства называются конформно плоскими. Внеш­

ние квадратичные формы A{,k1ыk л ы1 Картан обозначал П{. Так же как 
и в случае пространства сп, бесконечно малое смещение реперов в про­

странстве Dп определяется формами ыf. Формы Пi Картаи называл, по 
аналогии с формами П; = 2.: 2.: S)kыi Л ыk пространства Ап, формами 

j k 

кручения, а пространство конформной связности Dп, в случае П; = О, 
называл пространством без кручения. 

Среди пространств Dп также определяются нормальные простран­

ства- пространства без кручения, в которых 2.: А~ ii = О, играющие 
k . 
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роль, аналогичную роли пространств vп и VF среди пространств Ап. 

Теория нормальных пространств Dn связана с теорией конформных отоб­
ражений римановых пространств, т. е. отображений этих пространств, 

сохраняющих углы между линиями. Линейные элементы ds в соот­

ветственных точках этих пространств отличаются множителем. Кар­

таи подробно рассматривал трехмерные нормальные пространства кон­

формной связности. Он также построил теорию подмногообразий про­
странств Dn. 

Пространства конформной связности впервые рассматривались в за­

метке Картава [60] под названием «Обобщенные конформные простран­
ства». В этой заметке эти пространства связывались с проблемой «опти­

ческой вселенной». Хорошо известно, что конформные преобразования 

пространства-времени играют важную роль в специальной теории отно­

сительности, так как уравнения Максвелла инвариантны не только при 

преобразованиях Лоренца, т. е. при вращениях пространства Ri, и при 
преобразованиях Пуанкаре, т. е. при движениях пространства Ri, но и при 
конформных преобразованиях пространства Ci; последнее пространство 
может быть получено из пространства Ri добавлением бесконечно уда­
ленной точки и идеальных точек. В заметке [60] Картаи пытался постро­
ить аналогичную конформную теорию для общей теории относительно­

сти. Несомненно, что эта попытка была главным стимулом для построе­

ния Картанам теории конформной связности. Впоследствии по аналогии 

с этой теорией он в работе [70] построил теорию пространств проектив­
ной связности. Фактически в заметке [60] Картаи определил простран­
ство Di псевдоконформной связности. Он называл это пространство «оп­
тической вселенной», так как считал, что световые лучи распространя­

ются по изотропным линиям этого пространства; эти линии вещественны 

в пространстве Di и мнимы в пространстве D4• 

Пространства симnлектической связности. 

Эрмитовьt римановы и келеровы nространства 

Важные применения в теории дифференциальных уравнений и теоре­

тической механике nолучила геометрия пространств симплектической 

связности Vy2n, часто называемая просто «симnлектической геомет­
рией». Пространства Vy2n представляют собой пространства A2n, ка­
сательные пространства E2n которых обладают бесконечно удаленными 
гиперплоскостями с геометрией симплектических пространств Sy2n-l. 

Такие пространства E2n называются симплектическими простран­
ствами Sy2n. Поэтому в каждой точке пространства Vy2n задан ко­
сосимметрический тензор gij = -gii или внешняя дифференциальная 



230 Глава 7. Обобщенные пространства 

форма w = 2:: 2:: g;i dxi 1\ dxi. Наиболее важны те из этих пространств, 
i j 

в которых форма w замкнута, т. е. внешний дифференциал dw этой 
формы равен нулю. Применение этого пространства к механике ос­

новано на том, что механическую систему, заданную обобщенными 

координатами qi и обобщенными импульсами р;, можно рассматри­
вать как пространство с замкнутой внешней дифференциальной фор­

мой w = I: dq; 1\ dp;. Подмногообразия размерности n этого простран-
; 

ства, касательные п-мерные плоскости которых высекают из беско­

нечно удаленных гиперплоскостей касательных пространств Тх( Vy2n) 
(n- !)-мерные нуль-плоскости пространств Sy2n-I, называют лагран­
жевыми подмногообразиями этих пространств. Это название объяс­
няется тем, что шестимерное пространство такого типа по существу 

изучалось еще Ж. Jl. Jlагранжем в «Мемуаре о теории вариаций элемен­
тов планет и, в частности, вариаций больших осей их орбит» [Lag2], 
в котором рассматривались возмущения движения планет вокруг Солн­

ца под влиянием внешних сил. Jlагранж исходил из того, что плане­

ты движутся вокруг Солнца по эллипсам, в одном из фокусов кото­

рых находится Солнце, и возмущенное движение планеты обладает тем 

же свойством. Поэтому Jlагранж определял возможное движение пла­

неты плоскостью, проходящей через Солнце, большой осью эллипса 

и положением планеты на этом эллипсе. Шесть определенных таким 

образом «элементов планет» рассматривались как координаты точек 

шестимерного пространства, в котором Jlагранж переходил к координа­

там q1
, q2, q3, Pt, Р2, Рз· 

П. К Рашевский применил пространства симплектической связности 

к исследованию более широкого класса дифференциальных уравнений, 

чем уравнения механики, в книге [Раш2], где он называл эти простран­

ства «Пространствами линейной формы четного класса». Геометрию про­

странства симплектической связности широко применял Виктор Памо­
вич Маслов (р. 1930) в своей книге [Мае], в которой был введен термин 
«лагранжевы подмногообразия». 

Пространства Vy2n тесно связаны с комплексными эрмитовыми ана­
логами римановых и псевдоримановых пространств vn и V[. Эти про­
странства являются комплексными дифференцируемыми многообразия­

ми схп, в которых задан комплексный эрмитов тензор e;i = ёi;. В том 

случае, когда дифференциальная эрмитова форма ds2 = I: I: e;i dxi dxi 
i i 

положительно определенная, пространство называется эрмитовым ри-

мановым и обозначается С ifп. Если эта форма знакснеопределенная 
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индекса l, пространство называется эрмитовым псевдоримановым ин­
декса l и обозначается С V?. 

Пространства С ifn и С V[' были определены Я. А. Схоутеном в работе 
«Об унитарной геометрии» [SchЗJ; он называл эти пространства «уни­

тарными». 

Пространство сvп с координатами zi=x2i-1+ix2i изометрично вещест­
венному риманову пространству V211 с координатами x2i-l и x2i. Простран­
ство С V? изометрично вещественному псевдориманову пространству V:J?. 
Мнимая часть билинейной формы Е I: e;i dxi dxi является внешней диф-

; i 
ференциальной формой (1), инвариантной при параллельном переносе 

в пространствах С ifn и С VГ. Поэтому эрмитовы римановы и псевдори­
мановы пространства CV11 и CV/ являются также пространствами Vy 211

• 

Если в этом пространстве Vy 211 форма (1) замкнута, то простран­
ства С ifn и С VГ назьшаю_!СЯ со<2_тветственно келерО!!_ЬLМ и псевдокеле­
ровым и обозначаются скп и СК[. Пространство скп было определено 

Эрихом Келером (р. 1906) в работе «Об одной замечательной эрмитовой 
метрике» [Kahl ]. 

Заметим, что эрмитовы евклидово, эллиптическое и гиперболическое 

пространства CR11
, сsп, и cRn являются частными случаями простран­

ства скп. 

Работы Картана по физике 

Мы указывали на исключительную роль общей теории относитель­

ности Эйнштейна в развитии геометрии римановых и леевдаримановых 

пространств и попыток создания единой теории поля в развитии тео­

рии пространств аффинной связности и других обобщенных лространств 

Картана. Поэтому естественно, что целый ряд работ Картана посвящен 
теории физических полей. 

Картаи заинтересовался проблемами общей теории относительности 

еще до того, как занялся теорией обобщенных пространств. Еще в 1922 г. 

Картаи написал статью «Об уравнениях гравитации Эйнштейна» [56], 
в которой исследовал уравнения общей теории относительности с помо­

щью своей теории уравнений Пфаффа в инволюции, составил систему 

уравнений Пфаффа, равносильную системе уравнений Эйнштейна, nод­

считал характеры этой системы и показал, что она является системой 

в инволюции, и нашел, что общее решение этой системы существует 

с произволом п(п- 1)/2 произвольных функций n вещественных аргу­
ментов, т. е. в случае четырехмерного пространства-времени- с произ­

волом 6 функций 4 аргументов. 
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В статьях [661, [691 и [801 после изложения геометрии простран­
ства-времени классической механики и геометрии пространств аффинной, 

метрической и евклидавой связности и поверхностей в этих пространствах 

Картан в главе о «гравитационных вселенных» Ньютона и Эйнштейна 

нашел, какие из рассмотренных им связностей описывают свойства гра­

витационных и электромагнитных полей классической механики и общей 

теории относительности. 

В работе [ 1241 Карта н указал, что идея абсолютного параллелизма, 
выдвинутая им еще в 1922 г., была открыта снова в 1928 г. Эйнштейном, 

который положил ее в основу новой единой теории поля, в которой тензор 

электромагнитного поля совпадает с тензором кручения пространства. 

Абсолютному параллелизму и основанной на нем единой теории поля 
посвящена также книга Картава [1301. 

В статье Карта на «Единая теория Эйнштейна-Майера» [ 143а 1, на­
писанной в 1934 г., но опубликованной только после смерти Картава, 

дается геометрически интуитивная интерпретация единой теории поля, 

предложенной Эйнштейном и Майером в 1931 г. В этой интерпретации 

пространство-время реализуется на вполне геодезической гиперповерх­

ности пятимерного пространства евклидавой связности. 

Финслеровы nространства 

Другим обобщением риманова пространства является финслерово 

пространство, в котором линейный элемент или, как говорил Картав, 

расстояние между двумя бесконечно близкими точками x(xi) и x'(xi + dxi) 
на многообразии xn определяется формулой 

ds = F(x 1, ••• , xn; dx1, ••• , dxn), (7.9) 

где F- положительная функция, однородная стеnени один относитель­

но dx 1, ••• , dxn. Это понятие возникло в связи с геометрической интер­
nретацией задачи вариационного исчисления для интеграла 

1=Jt2 F(xl, ... , Хп, _xl, ... , .xn)dt, (7.10) 
11 

· dxi 
где х' = dt' и было вnервые рассмотрено Паулем Фивелером (1894-
1970) в диссертации «0 кривых на nоверхностях в общих nростран­
ствах» [Fin). Экстремали этого интеграла являются геодезическими ли­
ниями финслерова nространства. 

Простейшее nространство этого вида было оnределено Германом 

Минковским (1864-1909) в статье «Теория выnуклых тел, с обоснова­
нием понятия их nоверхности» [Minl. Он рассматривал это пространство 
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как аффинное пространство Е", в котором гиперсфера, определяющая 

метрику евклидова пространства R", заменена произвольной замкну­

той центрально-симметричной выпуклой «калибровочной гиперповерх­

ностью». Минковский показал, что если за расстояние между точками Х 

и У этого пространства принять отношение отрезка ХУ к параллельному 

ему отрезку ОР, заключенному между центром О калибровочной гипер­

поверхности и точкой Р этой гиперповерхности, то в этом пространстве 

будет выполнено неравенство треугольника ХУ + YZ ~ XZ. 
Пространства Минкоаского являются касательными пространствами 

к финслеровым пространствам, так как функция F, стоящая под знаком 
интеграла (7.1 0), определяет калибровочные гиперповерхности 

(7.11) 

где е- координаты касательного вектора ~ в точке х финслерова про­
странства. 

Финслерова геометрия получила дальнейшее развитие в работах 

Джона Лайтона Синджа (1897-1995) «Обобщение риманова линейного 
элемента» [Sy] и Людвига Бервальда (1883-1942) «0 параллельном пе­
ренесении в пространствах с общим мероопределением» [Bew 1], «0 дву­
мерных общих метрических пространствах» [Bew2]. В 1934 г. Бервальд 
в докладе «0 финслеровых и родственных им пространствах» [Bew3] 
заменил расплывчатый термин «общие метрические пространства» при­

меняемым в настоящее время термином «финслеровы пространства». 

Определение финслерова пространства как пространства со связностью, 

касательные пространства которого являются пространствами Минков­

ского, дал Артур Винтерниц ( 1893-1940) в работе «Об аффинном ос­
новании метрики одной вариационной задачи» [Wiп]. 

В книге [142] и в докладе [152] Картав разработал новый под­
ход к изучению финслеровых пространств. Он указал, что теория этих 

пространств может быть связана с общими проблемами эквивалент­

ности. Такие проблемы часто имеют место в разных разделах диффе­

ренциальной геометрии. Такова, например, задача римановой геометрии 

о том, можно ли привести одну из двух дифференциальных форм к дру­

гой с одинаковым числом переменных с помощью замены переменных. 

Каждая из этих дифференциальных форм является метрической фор­

мой точечного пространства с римановой метрикой, и эквивалентность 

двух дифференциальных форм означает наложимость одного из этих 

пространств на другое. Картаи отметил, что для установления экви­

валентности двух финслеровых пространств следует рассматривать не 

только точечные пространства, но и многообразия линейных элементов 
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пространста с евклидавой связностью. Линейный элемент многообра­

зия Х" состоит из точки х(х;) этого многообразия и вектора х = {i;i} 
касательного пространства Тх(Х") этого многообразия. Это пространство 

будет определено, если задать в нем выражение I: I: g;i dxi dxi квадрата 
i i 

• ( 1 n. ·1 '") линеиного элемента, где g;i = g;i х , ... , х , х , ... , х , и выражение 
абсолютного дифференциала D~ вектора ~ = {~i (х 1 , ••• , х")} имеет вид 

D~i = d~i + L L ~k(Г~h dxh + c~hdxh). 
h k 

(7.12) 

Условие D~i = О определяет параллельный перенос вектора в финсле­
ровом пространстве. Среди всех пространста линейных элементов с ев­

клидовой связностью требуется найти такое пространство, которое опре-

б ф • F( 1 n · 1 · ") • делялось ы однозначно ункциеи х , ... , х ; х , ... , х , задающеи 
расстояние между двумя бесконечно близкими точками в финслеровом 

nространстве. Для этого полагаем 

(7.13) 

где C;ik = 2:g;hCJ,г. Тогда 2:dxkC}k =О и C;ik = Ciik· При этом усло-
h k 

вии параллельный перенос сохраняет длину /~/ переносимого вектора ~; 
квадрат этой длины равен 1~12 = I: I: g;i~i~i. 

i i 
Далее Картан распространил на финслерову геометрию тензорное 

исчисление и рассмотрел подмногообразия, погруженные в финслерово 

пространство. 

Метрические пространства, основанные на понятии площади 

В книге [140] Картан определил другое обобщение риманова про­
странства, в котором основным понятием является площадь поверхности. 

Дифференциал площади поверхности z = f(x, у) в трехмерном про­
странстве имеет вид 

( 
дz дz) da = F х, у, z, дх' ду dx 1\ dy, (7.14) 

дz 
где функция F зависит от координат х, у, z точек и от величин р = дх 

дz • 
и q = д у, определяющих положение касательнои плоскости к поверх-
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ности z = f(x, у) в точке Р(х, у, z). Роль геодезических линий в этой 

геометрии играют nоверхности, дающие экстремум интегралу j j da = 
= fJ F dx 1\ dy. 

Для nостроения такой геометрии на п-мерном многообразии Х Картаи 

рассматривал множество «оnорных элементов», состоящих из точек х 

многообразия xn и (n - 1 )-мерных nодnространств и в касательном nро­
странстве Тх(Хп). Если в многообразии xn выбрана система координат, то 
точка х оnределяется координатами xi, а nодnространство и- однород­
ными координатами и;. Квадрат расстояния между бесконечно близкими 

точками х и х' Картаи оnределял, как и в римановой геометрии, с nомо­

щью квадратичной формы ds2 = I: I: g;j dx; dxj, но теnерь коэффициен-
i j 

ты gij этой формы зависят не только от координат xi точки х, но и от ко­
ординат и; подпространства U касательного nространства. Затем Картаи 
оnределил абсолютный дифференциал De оnорного элемента ~ = ~(х, и) 
по формуле 

D~; = de + L:: L:~k(C%dщ + г~j dxj). (7.15) 
k 

Величины С% и Г~j оnределяют евклидову связность в nространстве оnор­
ных элементов. 

Далее Картаи nоказал, как nостроить евклидову связность в про­

странстве оnорных элементов, которая была бы инвариантно связана 

с указанным выше элементом da поверхности и с более общим элемен­
том гиперповерхности п-мерного nространства. Построение этих евкли­

довых связностей nрименяется для решения проблемы эквивалентности 

кратных интегралов вида jj F(x, у, z, р, q) dx 1\ dy и аналогичных инте­
гралов в п-мерном nространстве. Необходимое и достаточное условие 

эквивалентности двух таких интегралов состоит в том, что связанные 

с ними nространства евклидавой связности должны быть геометрически 

эквивалентными, т. е. между ними должно существовать такое точечное 

соответствие, а следовательно, и соответствие между их опорными эле­

ментами, что метрика и евклидона связность первого nространства при 

этом соответствии nреобразуются в метрику и евклидову связность вто­

рого nространства. 

Книга Картана [ 140] вызвала большое количество работ, посвящен­
ных геометрии кратных интегралов. Уnомянем здесь, в частности, работу 

М. В. Ауссем (Васильевой) [Ау], в которой изучалась геометрия т-крат-
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наго интеграла 

J ... j F(x 1, ... , xn; p~+l, ... , р')") dx 1 1\ dx2 1\ ... 1\ dхт, 
....__...." 

т 

(7.16) 

распространенного на т-мерную поверхность xrx = frx(x 1, ••• , хт), где 

pj = дх~, а.= т + 1, ... , n, и работу JI. Е. Евтушика [Ев], в которой 
дх' 

также рассматривается геометрия интеграла типа (7 .16), где, однако, 

подынтегральная функция F зависит не только от координат xi и xrx 
дхrх 

точки х и производных первого порядка -
8 

. , но также от производных 
х' 

высших порядков до некоторого порядка р. При этом Евтушик вместо 

классических тензорных методов применял инвариантный аппарат внеш­

него дифференциального исчисления, также идущий от Картана. 

Проблемы эквивалентности и G-структуры 

Мы упоминали о проблеме эквивалентности, когда говорили о рабо­

тах Картана по теории финслеровых пространств. На самом деле эта про­

блема связана со всеми обобщенными пространствами Картана, а впер­

вые Картаи заинтересовался ею еще в 1902 г., задолго до того, как начал 

разрабатывать теорию обобщенных пространств. 

В общем случае проблема эквивалентности формулируется следую­

щим образом: пусть, с одной стороны, дана система n линейно незави­
симых форм Пфаффа U>I, U>2, •.. , U>n относительно независимых пере-

1 2 n ф · 1 2 т менных х , х , ... , х и т независимых ункции у , у , ... , у от этих 

переменных, а с другой стороны- система n линейно независимых форм 
Пфаффа f21, f22, ••• , flп от переменных х 1 , х2 , ... , xn и т независимых 
функций У 1 , У2 , •.• , ут от этих переменных. Требуется выяснить, су­
ществует ли замена переменных, переводящая функции у 1 , у2 , ... , ут 
в функции У 1 , У2 , ••. , ут и обладающая тем свойством, что при этой 
замене переменных формы f2 1, f22, •.. , flп получаются из форм U> 1, U>2, .•. 

• • • , U>n линейной подстановкой, принадлежащей к некоторой линейной 

группе G, причем коэффициенты конечных преобразований этой группы 
могут зависеть от функций у 1 , у2, ... , ут. 

Этой проблеме Картаи посвятил заметки в 1902 г. «Об эквивалент­

ности дифференциальных систем» [ 19] и в 1914 г. - «Об интегриро­

вании некоторых систем дифференциальных уравнений» [40] и статьи 

«Об абсолютной эквивалентности некоторых систем дифференциальных 

уравнений и некоторых семействах кривых» [42] (1914), «0 проблеме 
эквивалентности и теории обобщенных метрических пространств» [ 126] 
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(1930) и «Проблемы эквивалентности» [16la] (1937). Проблеме эквива­
лентности для различных групп С в значительной части посвящены также 

статьи Картана [26], [30] и [136, 136а]. 

Проблема эквивалентности тесно связана не только с обобщенными 

пространствами, но и с более общими расслоенными пространствами 

и С-структурами на гладких многообразиях. 

Наиболее близки к обобщенным пространствам Картана расслоенные 

пространства, базами которых являются дифференцируемые многообра­

зия xn, а слоями- множества реnеров {х, ei} в касательных nростран­
ствах Тх(Хп) многообразия хп, nереводимых друг в друга преобразова­

ниями nодгруnnы С груnnы CLn. Подгруnnа С называется «Структурной 
груnnой» расслоенного nространства. Такие расслоенные nространства 

в настоящее время называют С-структурами первого порядка. Ес­

ли заменить касательное nространство Тх(Хп) nространством т:(хп) k-x 
дифференциалов, то nолучится С-структура k-го порядка. 

Примерам С-структуры nервого nорядка является риманово nро­

странство vn. Оно оnределяется на многообразии сп с ПОМОЩЬЮ 

nоложительно оnределенной метрической квадратичной формы ds2 = 
= L: L: gii dxi dxi. Эта форма выделяет в многообразии реnеров каса-

i j 
тельного nространства Тх(Хп) семейство ортанормированных реnеров, 

в которых она nринимает вид ds2 = I;(c.i)2 и оnределяет групnу С= Оп op-
i 

тоганальных nреобразований, nереводящих это семейство в себя. Следо-

вательно, риманово nространство nредставляет собой С-структуру nер­

вого nорядка со структурной груnnой С= Оп. Точно так же nсевдарима­

ново nространство V? является С-структурой nервого nорядка со струк­
турной груnnой С= Оп,t nсевдоортогональных nреобразований индекса /. 

В том случае, когда слои можно отождествлять с векоторой груn­

nой С, расслоение называется главным. Важную роль в теории С-струк­

тур играет связность в главных расслоенных nространствах. Пусть Х­

база расслоения со слоями Fx = С размерности r, образующими главное 
расслоение хп+г размерности п + r. Пусть, далее, точка у nринадлежит 
слою Fx и в касательном nространстве Ту(Хп+r) выделеноп-мерное nод­
nространство Ну, имеющее с касательным nространством Vy к слою Fx 
в точке у только одну общую точку у, так что Ту(Хп+r) является nрямой 
суммой nодnространств Ну и Vy. Эти nодnространства, рассмотренные во 
всех точках у расслоения xn+r, образуют соответственно горизонтальное 
и вертикальное расnределения. Если расnределение Ну дифференцируемо 

и инвариантно no отношению к действию груnnы С на расслоении xn+r, 
то оно называется связностью в главном расслоении. 
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Оказывается, что рассмотренные выше пространства аффинной, про­

ективной и конформной связности являются частными случаями связно­

сти в главном расслоенном пространстве; слои в этих случаях можно 

отождествить соответственно с групnами аффинных, проективных и кон­

формных преобразований пространств Р, pn и сп. В частности, в слу­
чае nространства аффинной связности An горизонтальное распределение 
определяет параллельный перенос реnеров вдоль некоторой кривой на 

базе. 

Аффинная, nроективная и конформная связности являются О-струк­

турами первого порядка на соответствующем расслоенном простран­

стве хп+г. Но обычно их рассматривают как О-структуры высших поряд­
ков на многообразиях xn, причем для аффинной и конформной связностей 
порядок этой О-структуры равен 2, а для проективной связности он 

равен 3. 
Понятие О-структуры впервые было сформулировано учеником Кар­

тава Ш. Эресманом в заметке «Расслоенные пространства совместимой 

структуры» [Eh2]; термин «О-структура» появился впервые в работе 

Ш. Чжэня «Бесконечные непрерывные псевдогруппы» [Chr3J, в которой 
эти структуры связывались с псевдогруппами Ли, изучавшимиен Карта­

вом под названием «бесконечных непрерывных групп». Отметим также 
работу П. Либерман «0 проблеме эквивалентности некоторых инфини­
тезимальных структур» [LiЫ ]. 

Важную роль в теории О-структур играют комплексные и почти 

комплексные структуры. Первые из этих структур оnределяются на ком­

плексных МНОГообразиях схп; их структурные груnпы- группы COLn. 
Многообразия схп допускают вещественные интерпретации в многооб­

разиях Х2", в касательных пространствах Tx(~n) которых задан опера­
тор J комплексной структуры, соответствующий оператору il в касатель­
ном пространстве Тх(СХп). Оператор J удовлетворяет условию J2 = -1. 
Структурная группа О состоит из аффинных вращений пространства 

Тх(Х2п), перестановочных с оператором J. Почти комплексная структура 
многообразия ~n определяется операторами J комплексной структуры 
в касательных пространствах Тх(Х2"), однако, в отличие от комплексной 
структуры, nочти комnлексную структуру нельзя получить вещественной 

интерпретацией многообразия схп. Задача определения того, являет­

ся ли почти комплексная структура комnлексной структурой, сводится 

к нахождению условий полной интегрируемости двух систем уравнений 

Пфаффа, определяющих мнимо сопряженные собственные пространства 

оператора J в касательном nространстве Tx(X2n) многообразия X2n. Это 
условие состоит в обращении в нуль тензора Нейенхёйса Njk. 
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Аналогично определяются многообразия двойной и почти двойной 

структуры. Так как пространство С' Х" допускает интерпретацию в виде 
топологического произведения двух многообразий Х", двойные и почти 

двойные структуры являются частными случаями «структур произведе­

ния» и «nочти произведения». Структуры произведения многообразий Х" 

и xm и почти произведения этих многообразий осуществляются в много­
образиях xn+m. 

В теории С-структур возникает следующая проблема: можно ли опре­

делить на многообразии Х", несущем С-структуру, аффинную связность, 

параллельные переносы которой сохраняют эту С-структуру? Если ответ 

на этот вопрос положительный, то С-структура называется С-струк­

турой конечного типа, в противном случае она называется С-струк­

турой бесконечного типа. Так как на римановых и леевдаримановых 

пространствах однозначно определяется аффинная связность, порожда­

емая параллельными переносами, то С-структура, определяемая на этих 

пространствах, является С-структурой конечного типа. Напротив, в про­

странстве с почти комплексной структурой нельзя определить однозначно 

аффинную связность, в которой оператор J комплексной структуры со­
храняется при параллельном переносе; как показывают исследования, 

в этих пространствах нельзя ввести однозначно аффинную связность, оп­

ределяемую с помощью дифференциальных продолжений этой С-структу­

ры, поэтому эта С-структура является С-структурой бесконечного типа. 

Дифференциальной геометрии С-структур посвящена обширная ли­

тература, из которой отметим книгу Ш. Кобаяси «Груnnы преобразований 

в дифференциальной геометрии» [Коб]. 

Квазигрупnы и ткани 

Квазигруппой называется множество элементов, в котором, так же 

как и в группе, определена операция z=xy, но остальные свойства группы 
заменены свойством разрешимости уравнений ах= Ь и ха = Ь для любых 
а и Ь. В том случае, когда квазигруппа обладает нейтральным элементом 
(единицей), она называется лупой. Операция z = ху в квазигруппах в об­
щем случае не обладает ассоциативностью. Группы можно рассматривать 

как частные случаи квазигрупп, обладающие ассоциативностью. 

В квазигруппах, не являющихся группами, кроме бинарной опера­
ции z = ху имеется тернарная операция 

~ w = xyz = (xy)z- x(yz). (7.17) 

( Элемент (7.17) называется ассоциатором элементов х, у, z. Наиболее 
~ важные классы луп были определены Рут Муфанг (1905-1977), кота-

~ 
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рая ввела также термин «квазигруппа», и Герритам Болем ( 1906-1987). 
Различают левые лупы Боля, в которых выполняется тождество 

(u(uv))w = u(v(uw)), (7.18) 

и правые лупы Боля, в которых выполняется тождество 

u((vw)v) = ((иv)w)v. (7.19) 

Лупами Муфанг называются лупы, являющиеся одновременно левыми 

и правыми лупами Боля. В лупах Муфанг выполняется тождество 

(uv)(wv) = v((иw)v). (7.20) 

Лупы называются моноассоциативными, если в них выполняется 

тождество 

(7.21) 

В том случае, когда координаты элементов лупы z = ху являются ана­
литическими функциями координат элементов х, у, лупа называется ана­

литической. Аналитические лупы обладают многими свойствами групп 

Ли, в частности, для них можно определить локальные алгебры- ана­

логи алгебр Ли. В этих локальных алгебрах для любых векторов е, f, g, 
касательных к линиям x(t), y(t), z(t), проходящим через единицу е лупы 
при t =О, определены коммутаторы [ef] и коассоциаторы (efg). 

Векторы [ ef] -касательные к линиям 

u(t, s) = (x(t)y(s))(y(s)x(t))- 1
, 

v(t, s) = -l (y(s)x(t))(x(t)y(s)), 

(7.22) 

(7.23) 

где элементы w- 1 и -l w- правы е и левые обратные элементы для эле­
мента w, определяемые соотношениями ww- 1 =е и -lww =е. Векто­
ры (efg)- касательные к линиям 

u(t, s, r) = ((x(t)y(s))z(r))(x(t)(y(s)z(r)})- 1
, 

v(t, s, r) = -l (x(t)(y(s)z(r)))((x(t)y(s))z(r}). 

(7.24) 

(7.25) 

В случае луп Муфанг локальные алгебры были определены Анатоли­
ем Ивановичем Мальцевым (1909-1967) в работе [Мал] и в настоящее 
время называются алгебрами Мальцева. 

В случае луп Муфанг коассоциаторы (efg) выражаются через ком­
мутаторы по формуле 

1 
(efg) = б([e[fg]] + [f[ge]] + [g[efl]), (7.26) 
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nравая часть которой только множителем отличается от левой части тож­

дества Якоби (2.14). 
Из формулы (7.26) вытекает, что в алгебрах Мальцева выnолняются 

условия 

(eef) = (eff) =О. (7.27) 

Среди луn Муфанг, так же как и среди групn Ли, можно оnределить 

простые лупы. 

А. С. Сейrл в работе «Простые алгебры Мальцева над nолями харак­

теристики нуль» [Sag] доказал, что nростыми аналитическими луnами 
Муфанг являются rиnерсферы !cxl = 1 в алгебрах (()) и СО октанионов 
и биоктонионов и пара гиnерсфер icxl = ± 1 в алгебре О' антиоктони­
онов. Груnnы автоморфизмов этих алгебр, являющиеся вещественными 

и комnлексной nростыми груnпами Ли класса Gz, переводят в себя пере­
сечения этих гиnерсфер с гиnерплоскостями сх = -а:. Эти пересечения при 

отождествлении диаметрально противоnоложных точек гиперсфер nре­

вращаются в nространства Sg6, Sg~, Hg~ и ICSg6. А. Фрёлихер в работе 
«К дифференциальной геометрии комплексных структур» [Fro] доказал, 
что это nересечение в случае алгебры (()) обладает nочти комnлексной 
структурой (касательные nространства к этому пересечению можно рас­

сматривать как пространства ICR3). 

В случае луn Боля локальные алгебры называются алгебрами Боля. 

В локальных алгебрах левых луn Боля выnолняется условие 

(ее{)= О, (7.28) 

в локальных алгебрах nравых луn Боля выполняется условие 

(eff) =О. (7.29) 

Совnадение условия (7.27) с условиями (7.28) и (7.29) связано с тем, что 
лупы Муфанг являются одновременно левыми и nравыми луnами Боля. 

В локальных алгебрах моноассоциативных луn выnолняется условие 

(еее) =О. (7.30) 

А. М. Шелехов [She] доказал, что в этих алгебрах, кроме бинарной 
операции коммутирования и тернарной оnерации определения коассоци­

атора, имеются еще две кватернарные оnерации. 

Аналитические луnы связаны с теорией тканей на гладких многооб­
разиях, образованных некоторым числом гладких слоений. Заметим, что 

эти ткани представляют собой О-структуры nервого nорядка. 

Теория тканей была основана В. Бляшке и его сотрудниками в серии 

работ «Тоnологические воnросы дифференциальной геометрии» [BlaT], 
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где рассматривались ткани, образованные семействами кривых на nлос­

кости, а также семействами nоверхностей и кривых в трехмерном про­

странстве. При этом изучались те свойства тканей, которые остаются 

инвариантными nри дифференцируемых гомеоморфизмах областей, в ко­

торых они заданы, что объясняет название серии [BiaT]. 
В статьях этой серии были установлены связи теории тканей с теорией 

квазигрупп. Итог исследований по теории тканей был подведен Б. Бляш­

ке и Г. Болем в книге «Геометрия тканей» [BiaB] и в книге «Введение 

в геометрию тканей» В. Бляшке [Bia2]. 
Но еще в 1908 г. Картаи в работе «Подгруnпы непрерывных групп 

преобразований» [26] поставил задачу об эквивалентности двух диффе­
ренциальных уравнений 

~~ = f(x, у) и dY 
dX = F(X, У) (7.31) 

по отношению к nреобразованиям вида 

'х = Х(х), 'у= У(у). (7.32) 

Последние nреобразования оставляют инвариантными на плоско­

сти ХОУ координатные линии х = а, у = Ь, а также интегральные ли­

нии уравнений (7 .31). Эти три семейства линий образуют на плоскости 
3-ткань. Поэтому задача, которую рассматривал Картан, равносильна 

задаче о классификации криволинейных 3-тканей на nлоскости. 

Картаи различал три класса дифференциальных уравнений тиnа (7.31): 
допускающие группу преобразований (7.32), зависящую от трех пара­
метров, зависящую от одного параметра и не допускающие таких nре­

образований. Им соответствуют три класса криволинейных 3-тканей на 

плоскости. 

В 1930-х годах, наряду с тканями на плоскости и в трехмерном nро­

странстве, начали изучаться также ткани на Многообразиях размерности 

больше, чем 3. В 1935 г. была оnубликована работа Боля «0 3-ткани 
в четырехмерном пространстве» fBo11], где рассматривались 3-ткани, 

образованные тремя двумерными расслоениями. В 1936 г. Чжэнь оnуб­
ликовал работу «Инвариантная теория 3-ткани, образованной г-мерными 

многообразиями в R2г» [Chr1 ]. 
В последующие десятилетия многомерные ткани интенсивно изуча­

лись М. А. Акивисом, М. А. Васильевым, В. В. Гольдбергом и А. М. Ше­

леховым. 

Простейшей 3-тканью на nлоскости R2 является 3-ткань, образован­
ная тремя семействами параллельных прямых. Так как из отрезков этих 
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прямых составляются замкнутые шестиугольники, такая ткань называет­

ся шестиугольной. Криволинейная 3-ткань, допускающая отображение 

на шестиугольную, называется параллелизуемой 3-тканью. 

В общем случая многомерная 3-ткань W на многообразии Х размер­
ности 2n образована тремя слоениями Л" размерности n, а= 1, 2, 3. Че­
рез каждую точку х многообразия X2n проходят три слоя F", принадлежа­
щие этим слоениям. Обозначим через Tx(F") п-мерные подпространства 
пространства, касательные к слоям F", проходящим через точку х. Под­
группа группы линейных преобразований пространства Тх(Х2п), сохраня­
ющая подпространство Tx(F"), является структурной группой О-струк­
туры, определяемой на Х2п 3-тканью W. Нетрудно доказать, что в этом 
случае 3-ткань W является О-структурой, причем группой О этой струк­
туры является группа OLn. Эта О-структура- конечного типа, так как 

она определяет на многообразии Х аффинную связность, в которой слои 

3-ткани являются вполне геодезическими подмногообразиями многооб­

разия Х. 

Подпространства Tx(F") определяют в пространстве Tx(X2n) алгеб­
раический конус, высекающий из бесконечно удаленной гиперплоско­

сти этого пространства сегреану Е 1 .п-I и называемый конусом Сегре. 
Так как сегреана, определяемая этим конусом, обладает прямолиней­

ными и (n - !)-мерными плоскими образующими, то этот конус имеет 

двумерные и п-мерные плоские образующие. Линейные преобразования 

пространства Тх(Х2п), переводящие в себя конус Сегре, образуют груп­
пу О, которая является прямым nроизведением групп OLn и SL2. Группа О 
определяет в пространстве Х новую О-структуру, которая называется по­

чти грассмановой структурой AGrn+l.I· Это название объясняется тем, 
что в наиболее простом случае, когда эта О-структура интегрируема, мно­

гообразие Х допускает отображение на грассманово многообразие Grп+I.I 
прямых линий проективного пространства pn+l. В этом случае 3-ткань W 
называется грассманизуемой и определяется тройкой гиперповерхно­
стей пространства рп+l. 

Почти грассманова структура AGrn+I.I, так же как и структура, 

определяемая 3-тканью W, имеет конечный тип. Аффинная связность на 
ней определяется дифференциальной окрестностью третьего порядка, в то 

время как ДЛЯ О-структуры, индуцируемой на x2n 3-тканью W, аффин­
ная связность определяется дифференциальной окрестностью второго 

порядка. 

Связь многомерных 3-тканей с дифференцируемыми квазигруппами 

устанавливается следующим образом. Если отобразить п-мерные базы 

слоений Л", образующих на X2n 3-ткань W, на одно и то же п-мерное 
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многообразие, то на нем возникает алгебраическая операция, определяю­

щая гладкую квазигруппу или лупу. При этом различным классам гладких 

квазигрупп и луп соответствуют различные классы 3-тканей. 

М. А. Акивис в статье [Ак7] определил локальные алгебры, связан­

ные с 3-тканями. В настоящее время эти алгебры называются «алгебрами 

Акивиса». Они изучались Л. В. Сабининым и П. О. Михеевым в рабо­

те [СМ] и другими математиками. В случае, когда гладкие квазигруппы, 

определяемые 3-тканями, являются лупами, алгебры Акивиса 3-тканей 

совпадают с локальными алгебрами луп. Этим алгебрам посвящен доклад 

Акивиса и Гольдберга «Алгебраические аспекты теории тканей» [AG3]. 
В случае, когда лупа, связанная с 3-тканью,- абелева группа Ли, 

мы получаем 3-ткань Г. Томсена [Tho]. Алгебра Акивиса этой 3-ткани 
является алгеброй Ли, все коммутаторы которой равны нулю. 

В случае, когда лупа, связанная с 3-тканью, - группа Ли общего 

вида, мы получаем 3-ткань К. Рейдемейстера [Rei]. Алгебра Акивиса этой 
3-ткани является алгеброй Ли общего вида. 

В случае, когда лупа, связанная с 3-тканью, -лупа Муфанг, мы полу­

чаем 3-ткань Муфанг. Алгебра Акивиса этой 3-ткани является алгеброй 

Мальцева. 

В случае, когда лупа, связанная с 3-тканью,- лупа Боля, мы полу­

чаем 3-ткань Боля. Алгебры Акивиса этих 3-тканей являются алгебрами 

Боля. 

В случае, когда лупа, связанная с 3-тканью, - моноассоциативная 

лупа, мы получаем шестиугольную 3-ткань. 

Теория многомерных 3-тканей изложена в книгах Акивиса и Шеле­

хона [АШ], [ASh] и Гольдберга «Теория многокоразмерных (n + !)-тка­
ней» [Gib]. 

Современное состояние теории квазигрупп и луп описано в книге 

«Квазигруппы и лупы: введение» [Pf] Г. О. Пфлюгфельдер и в сборнике 
статей «Квазигруппы и лупы: теория и приложения» [CPS], изданном 
под редакцией О. Чейна, Пфлюгфельдер и Дж. Смита. Отметим следу­
ющие статьи из этого сборника: Гольдберга -о работах его и Акивиса, 

и Сабинина и Михеева об их работах. 



Заключение 

В своем научном творчестве Картан, как правило, отправлялся от 

работ своих предшественников, давая их идеям столь значительное раз­

витие, что часто авторы первоначальных работ забывались. Так было 

в теории простых групп с В. Киллингом, в теории метода подвижного ре­

пера- с Э. Коттоном, в теории симметрических римановых пространств 

с Г. Леви. Дело обстояло несколько иначе в теории обобщенных про­

странств, в которой Картан плодотворно сотрудничал с ее основополож­

никами Г. Вейлем и Я. А. Схоутеном. В работах Коттона и Леви были 

даны только первые определения будущих теорий, которые предстояло 

построить Картану. В работе Киллинга были сформулированы важные 
понятия новой теории и ее основные факты, но строгое доказательство 

этих результатов было дано только в диссертации Картана и после ее 

публикации статью Киллинга почти не читали. 

А.Дж. Колман, прочитав работу Киллинга, пришел в восторг и на­

писал о ней статью «Величайшая математическая работа всех вре­

мен» [Со\]. В этой статье Колман писал: «Картан дал замечательно эле­

гантное изложение результатов Киллинга. Он внес также существенный 

вклад в логику его аргументов, доказав, что "подалгебра Картана" nро­

стой алгебры Ли- абелева. Это свойство было анонсировано Киллингом, 

но его доказательство было неполным ... В nоследней трети диссертации 
Картана обоснованы многие новые и важные результаты, идущие дальше 

работы Киллинга. Лично я, следуя шкале оценок моего учителя Клода 

Шевалле, считаю Картана и Вейля двумя крупнейшими математиками 

первой половины ХХ века. Работы Картана о бесконечномерных ал­

гебрах Ли, внешнем дифференциальном исчислении, дифференциальной 

геометрии и, прежде всего, о теории представлений полупростых алгебр 

Ли имеют исключительную ценность. Но так как докторская диссертация 

математика, кажется, должна предопределять математические труды всей 

его жизни, то, быть может, если бы Картан не натолкнулся на мысль 
основать свою диссертацию на создающем эпоху труде Киллинга, он 

мог бы закончить свои дни преподавателем провинциального лицея, 

и математический мир никогда не слышал бы о нем!>> [CoJ, с. 30]. 
Аналогичная ситуация, по мнению Ж. Ф. Поммаре [Pom], имела ме­

сто с работами Картана по теории уравнений Пфаффа. 
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«Предсказание» Колмана полностью оправдалось в судьбе пред­

шественника Картана по приведению в порядок результатов Киллин­

га- К. А. Умлауфа, автора диссертации [Um], о дальнейшей жизни 

и деятельности которого мы не имеем сведений. 

Судьба Картана, напротив, была вnолне счастливой и творчески 

необычайно активной. После окончания работы над классификацией 

комплексных nростых групп Ли Картаи создал аналогичную класси­

фикацию комп:лексных и вещественных nростых ассоциативных алгебр 

и комnлексных простых псевдогрупп Ли. Эта теория привела его к урав­

нениям Пфаффа, применение которых к дифференциальной геометрии 

полностью преобразовало этот раздел геометрии и позволило Картану 

и его последователям решить многочисленные задачи в различных про­

странствах. Работа Картана о простых группах Ли была продолжена его 

замечательной теорией линейных представлений этих групn и классифи­

кацией вещественных nростых групп Ли. Впоследствии Картаи создал 

геометрии «обобщенных пространств» и теорию симметрических nро­

странств, с помощью которой дал новое, чрезвычайно изящное решение 

задачи классификации вещественных простых групп Ли. 

Труды Эли Картана оказали огромное влияние на многих матема­

тиков ХХ века. Наиболее ярким свидетельством этого было создание 

Анри Картаном и его друзьями Андре Вейлем, Жаном Дьедонне, Клодом 

Шевалле и Жаном Фредериком Дельсартом математической энцикло­

педии «Элементы математики» [Бу] под общим псевдонимом «Никола 

Бурбаки». 

Влиянию Картана на современную математику была посвящена меж­

дународная конференция «Математическое наследие Эли Картана», со­

стоявшаяся в Лионском университете 25-29 июня 1984 г. в связи со 

115-й годовщиной со дня рождения Картана. Сопредседателями конфе­

ренции были Анри Картаи и Ш. Чжэнь. В работе конференции участво­

вали М. Берже, Р. Брайант, А. Вайнштейн, И. М. Гельфанд, С. Г. Гиндикин, 

В. В. Гольдберг, М. Громов, В. Г. Кац, Г. Д. Мостов, И. Пятецкий-Шапиро, 
Ж. Тите, А. Траутман, С. Хелгасон и другие. Участники конференции со­

вершили поездку в Доломье. Доклады участников конференции опубли­

кованы в книге [ЕСМ]. 
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Даты жизни и деятельности Картана 

9 апреля родился в Доломье (Франция), в семье кузнеца. 

Учащийся коллежа в Вьенне. 

Учащийся лицея в Гренобле. 

Учащийся лицея Жансон де Сайи в Париже. 

Студент Высшей Нормальной школы в Париже. 

Солдат и сержант французской армии. 

Стипендиат фонда Пеко для молодых французских ученых. 

Знакомство с Софусом Ли и беседы с ним в Париже. 

Защитил в Сорбонне докторскую диссертацию «Структура 

конечных непрерывных групп преобразований», посвя­

щенную теории комплексных простых групп Ли. 

Преподаватель математики университета в Монпелье. 

Преподаватель математики университета в Лионе. 

Опубликована статья «Билинейные группы и системы 

комплексных чисел», посвященная теории комплексных 

и вещественных ассоциативных алгебр. 

Опубликована первая статья о проблеме Пфаффа. 

Женитьба на Мари-Луизе Бьянкони. 

Профессор математики университета и Института элек­

тротехники и прикладной механики в Нанси. 

8 июля в Нанси родился сын Анри, впоследствии крупный 
математик, один из основателей группы Бурбаки. 

Опубликованы первые статьи по теории псевдогрупп Ли 

и теории систем уравнений Пфаффа в инволюции. 

Опубликована статья «Комплексные числа» для фран­

цузского издания «Энциклопедии математических наук», 

посвященная теории алгебр,- расширенный перевод ста­

тьи Э. Штуди для немецкого издания этой энциклопедии. 

Преподаватель математики в Сорбонне. 

Опубликованы первые статьи о методе подвижного репера. 

Профессор математики в Сорбонне, с 1924 r. заведующий 
кафедрой высшей геометрии. 
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1913 Опубликована статья «Проективные группы, не оставля­

ющие инвариантным ни одного плоского многообразия», 

в которой построена теория линейных представлений ком­

плексных простых групп Ли. 

1914 Опубликованы статьи о классификации вещественных 

простых групп Ли и их линейных nредставлениях. 

1914-1915 Написана статья «Теория непрерывных групп и геомет­

рия» для французского издания «Энциклопедии матема­

тических наук» - расширенный перевод статьи Дж. Фана 

для немецкого издания этой энциклоnедии. В 1914 г. были 

опубликованы первые параграфы статьи. Полностью ста­

тья оnубликована в 1955 г. 

1915-1918 Сержант французской армии, служил в военном госпитале 
в помещении Высшей Нормальной школы. 

1916-1920 Опубликованы статьи по теории изгибания поверхностей 

в евклидовом, конформном и проективном пространствах. 

1922 Опубликованы статьи по теории гравитации и книга «Лек­

ции об интегральных инвариантах». 

1923-1925 Опубликованы статьи о геометрии пространств аффинной, 

конформной и проективной связности. 

1925 Опубликована книга «Геометрия римановых пространств». 

1926 Опубликована статья «Об одном замечательном классе 

римановых пространств», в которой создана теория сим­

метрических пространств. 

1926-1927 Прочел в Сорбонне курс лекций « Риманова геометрия 
в ортогональном репере». 

1927 Опубликована статья «Геометрия групп nреобразований», 

где создана теория симметрических пространств аффинной 

связности. 

1928 Опубликована книга «Лекции о геометрии римановых про­

странств». 

1930 Прочел в Московском университете курс лекций «Метод 

подвижного репера, теория конечных непрерывных групп 

1931 

1931 
1934 

и обобщенные пространства». 

Опубликована книга «Лекции о комплексной проективной 

геометрии». 

Избрание в Парижекую Академию наук. 

Опубликована книга «Финслеровы пространства». 



1937 

1938 

1939 

1942 

1945 

1946 

1951 
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Опубликованы книги «Лекции по теории пространств про­

ективной связности» и «Теория конечных непрерывных 

групп и дифференциальная геометрия». 

Опубликована книга «Лекции по теории спиноров». На­

граждение в Казани медалью на VIII Международном 
конкурсе имени Лобачевского за работы по геометрии. 

18 мая- торжественное празднование в Сорбонне 70-ле­

тия Картана. 

Написана статья к столетнему юбилею Софуса Ли (опуб­

ликована в 1948 г.). Написана статья «Изотропные по­

верхности квадрики пространства семи измерений» (опуб­

ликована в 1995 г.). 

Опубликована книга «Внешние дифференциальные систе­

мы и их геометрические приложения». 

Опубликовано второе, значительно дополненное издание 

книги «Лекции о геометрии римановых пространств». 

6 мая умер в Париже. 
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Математические сочинения Картана 

Сnисок восnроизводит названия сочинений, указанные в изданиях 

[204], [207] и [209]. К этим спискам мы добавляем переиздания, пе-
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реводы сочинений Картэна и его сочинения, пропущенные в упомянутых 

списках. 

1893 

[ 1] Sur !а structure des groupes simples finis et continus, CR, t. 116, 
784-786; [207, 209], pt. 1, 99-101. 

[2] Sur la structure des groupes finis et continus, CR, t. 116, 962-
964; [207, 209], pt. 1, 103-105. 

[3] ЙЬеr die einfachen Transformationsgruppen, SBS, Bd. 45, 395-
420; [207, 209], pt. 1, 107-132. 

1894 

[4] Sur la reduction de la structure d'un groupe а sa forme 
canonique, CR, t. 119, 639-641; [207, 209], pt. 1, 133-135. 

[5] Sur la structure des groupes de transformations finis et 
continus, These, Paris, Nony; 2eme ed.: Vuibert, Paris, 1933; 
[207, 209], pt. 1, 137-287. 

[6] Sur un theoreme de М. Bertrand, CR, t. 119, 902; [207, 209], 
pt. 3, 1. 

[7] Sur un theoreme de М. Bertrand, BS, t. 22, 230-234; [207, 209], 
pt. 3, 3-7. 

1895 

[8] Sur certains groupes algebriques, CR, t. 120, 544-548; [207, 
209], pt. 1' 289-292. 

1896 

[9] Sur la reduction а sa forme canonique de la structure d'un 
groupe de transformations fini et continu, AJ, vol. 18, 1-61; 
[207' 209]' pt. 1' 293-353. 

[ 1 О] Le principe de dualite et certaines integrales multiples de 
l'espace tangentiel et de l'espace regle, BS, t. 24, 140-177; 
[207, 209], pt. 2, 265-302. 

1897 

[11] Sur les systemes de nombres complexes, CR, t. 124, 1217-1220; 
[207, 209], pt. 2, 1-4. 

[12] Sur le systemes reels de nombres complexes, CR, t. 124, 1296-
1297; [207, 209], pt. 2, 5-6. 
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1898 

[ 13] Les groupes Ьilineaires et les systeтes de noтbres coтplexes, 
Anna1es de 1а Facu1te des Sciences de l'Universite de Toulouse, 
t. 128, 1-99; [207, 209], pt. 2, 7-105. 

1899 

[ 14] Sur certaines expressioпs differeпtielles et /е рrоЬlете de Pfaff, 
AS, t. 16, 239-332; [207, 209], pt. 2, 303-396. 

1901 

[ 15] Sur quelques quadratures doпt !'eleтent differeпtiel coпtient 
des foпctioпs arЬitraires, BS, t. 29, 118-130; [207, 209], pt. 2, 
397-409. 

[16] Sur l'iпtegration des systeтes d'equatioпs aux differeпtielles 
totales, AS, t. 18, 241-311; [207, 209], pt. 2, 411-481. 

[ 17] Sur l'iпtegratioп de certaiпs systeтes de Pfaff de caractere 
deux, BS, t. 29, 233-302; [207, 209], pt. 2, 483-553. 

1902 

[18] Sur l'iпtegratioп des systeтes differeпtiels сотрtеtетепt iпte­
graЬles, i, CR, t. 134, 1415-1418; [207, 209], pt. 2, 555-558. 

[18а] Sur l'iпtegratioп des systeтes differeпtiels сотрtеtетепt iпte­
graЬles, 11, CR, t. 134, 1564-1566; [207, 209], pt. 2, 559-561. 

[19] Sur !'equivaleпce des systeтes differeпtiels, CR, t. 135, 781-
783; [207, 209], pt. 2, 563-565. 

[20] Sur la structure des groupes iпfiпis, CR, t. 135, 851-853; [207, 
209], pt. 2, 567-569. 

1904 

[21] Sur la structure des groupes iпfiпis de traпsforтatioпs, i, 
AS, t. 21, 153-206; [207, 209], pt. 2, 571-624. Русский пере­
вод: О структуре бесконечномерных групп преобразований, 

[211], 9-57. 

1905 

[22] Sur la structure des groupes iпfiпis de traпsforтatioпs, 11, 
AS, t. 22, 219-308; [207, 209], pt. 2, 625-714. Русский пере­
вод: О структуре бесконечномерных групп преобразований, 

[211], 58-139. 
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1907 
[23] Les groupes de traпsforтatioпs coпtiпus, iпfiпis, siтples, CR, 

t. 144, 1094-1097; [207, 209], pt. 2, 715-718. 
[24] Sur La defiпitioп de l'aire d'uпe portioп de surface courьe, 1, CR, 

t. 145, 1403-1406; [207, 209], pt. 3, 9-12. 

1908 
[25] Sur La defiпitioп de L'aire d'uпe portioп de surface courьe, 11, 

CR, t. 146, 168; [207, 209], pt. 3, 12. 
[26] Les sous-groupes des groupes coпtiпus de traпsforтatioпs, AS, 

t. 25, 57-194; [207, 209], pt. 2, 719-856. Русский перевод: 
Подгруппы непрерывных групп преобразований, [211], 141-
271. 

[27] Noтbres coтplexes (расширенный перевод статьи Э. Штуди), 

Encyclopedie des sciences mathematiques, t. 1, NQ 5, 329-468; 
[207, 209], pt. 2, 107-246. 

1909 
[28] Les groupes de traпsforтatioпs coпtiпus, iпfiпis, siтples, AS, 

t. 26, 93-161; [207, 209], pt. 2, 857-925. Русский перевод: 
Простые бесконечномерные непрерывные группы преобра­

зований, [211], 273-337. 

1910 
[29] Sur les developpaЫes isotropes et La тethode du triedre тoblle, 

CR, t. 151, 919-921; [207, 209], pt. 3, 141-143. 
[30] Les systeтes de Pfaff а ciпq variaЫes et Les equatioпs aux 

derivees partielles du secoпd ordre, AS, t. 27, 109-192; [207, 
209], pt. 2, 927-1010. 

[31] La structure des groupes de traпsforтatioпs coпtiпus et la 
theorie du triedre тoblle, BSc, t. 34, 250-284; [207, 209], 
pt. 3, 145-178. Русский nеревод: Структура бесконечномер­
ных групп, [211], 339-389. 

1911 
[32] Le calcul des variatioпs et certaiпes faтilles de courbes, BS, 

t. 39, 29-52; [207, 209], pt. 2, 1011-1034. 
[33] Sur les systeтes еп iпvolutioп d'equatioпs aux derivees 

partielles du secoпd ordre а ипе foпctioп iпсоппие de trois 
variaЫes iпdepeпdaпtes, BS, t. 39, 352-443; [207, 209], pt. 2, 
1035-1125. 
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1912 
[34] Sur les caracteristiques de certains systemes d'equations aux 

derivees partielles, SS, t. 40, 18; [207, 209], pt. 2, 1127. 
[35] Sur les groupes de transformations de contact et la Cinematique 

nouvelle, SS, t. 40, 23; [207, 209], pt. 3, 179. 

1913 
[36] Remarques sur la composition des forces, SS, t. 41, 58-60; [207, 

209], pt. 2, 247-248. 
[37] Les groupes projectifs qui ne laissent invariante aucune 

multiplicite plane, BS, t. 41, 53-96; [204], 137-151; [207, 209], 
pt. 1, 355-398. 

1914 
[38] Les groupes reels simples finis et continus, AS, t. 31, 263-355; 

[207, 209], pt. 1, 399-491. 
[39] Les groupes projectifs continus reels qui ne laissent invariante 

aucune multiplicite plane, JM, t. 10, 149-186; [207, 209], pt. 1, 
493-530. 

[40] Sur l'integration de certains systemes d'fщuations ditferen­
tielles, CR, t. 158, 326-328; [207, 209], pt. 2, 1129-1131. 

[4 J] Sur certaines familles naturelles de courbes, SS, t. 42, 15-1 7; 
[207, 209], pt. 3, 181-183. 

[42] Sur l'equivalence absolue de certains systemes d'equations 
ditferentielles et sur certaines familles de courbes, BS, t. 42, 
12-48; [207, 209], pt. 2, 1133-1168. 

[43] La theorie des groupes, Revue du Mois, t. 17, 438-468. 

1915 
[44] Sur l'integration de certains systemes indetermines d'equations 

ditferentielles, JR, Bd. 145, 86-91; [207, 209], pt. 2, 1169-1174. 
[45] Sur les transformations de Biicklund, BS, t. 43, 6-24; [207, 

209],pt.2, 1175-1193. 
[46] La theorie des groupes continus et !а geometrie (расширенный 

перевод статьи Дж. Фано), Encyclopedie des sciences mathema­
tiques, t. 3, .N<:>5, 332-352; [207, 209], pt. 3, 1727-1861. 

1916 
[47] La deformation des hypersurfaces dans l'espace euclidien reel 

а n dimensions, BS, t. 44, 65-99; [207, 209], pt. 3, 185-219. 
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1917 
[48] La deformatioп des hypersurfaces daпs l'espace coпforme reel 

а п ~ 5 dimeпsioпs, BS, t. 45, 57-121; [207, 209], pt. 3, 221-
285. 

1918 
[49] Sur certaiпes hypersurfaces de l'espace coпforme reel а ciпq 

dimeпsioпs, BS, t. 46, 84-105; [207, 209], pt. 3, 287-308. 
[50] Sur les uarietes а trois dimeпsioпs, CR, t. 167, 357-359; [207, 

209], pt. 3, 309-311. 
[БОа] Sur les uarietes deueloppaЬles а trois dimeпsioпs, CR, t. 167, 

426-429; [207, 209], pt. 3, 312-314. 
[50Ь] Sur les uarietes de Beltrami а trois dimeпsioпs, CR, t. 167,482-

484; [207, 209], pt. 3, 315-317. 
[50с] Sur les uarietes de Riетапп а trois dimeпsioпs, CR, t. 167, 550-

551; [207, 209], pt. 3, 318-319. 

1919 
[51] Sur les uarietes de courbure coпstaпte d'uп espace euclidieп ou 

поп euclidieп, i, BS, t. 47, 125-160; [207, 209], pt. 3, 321-359. 

1920 
[52] Sur les uarietes de courbure coпstaпte d'uп espace euclidieп ou 

поп euclidieп, 11, BS, t. 48, 132-208; [207, 209], pt. 3, 360-432. 
[53] Sur la deformation projectiue des surfaces, CR, t. 170, 1439-

1441; [207, 209], pt. 3, 433-435. 
[53а] Sur l'applicabllite projectiue des surfaces, CR, t. 171, 27-29; 

[207' 209]' pt. 3, 437-439. 
(54] Sur la deformation projectiue des surfaces, AS, t. 37, 259-356; 

[207, 209], pt. 3, 441-538. 
(55] Sur le proЬleme geпeral de la deformatioп, АС, Strasbourg, 

397-406; [207, 209], pt. 3, 539-548. 

1922 
[56] Sur les equatioпs de la grauitatioп d'Eiпsteiп, JM, t. 1, 141-

203; [207, 209], pt. 3, 549-611. 
[57] Sur ипе defiпitioп geometrique du teпseur d'eпergie d'Eiпsteiп, 

CR, t. 174, 437-439; (207, 209], pt. 3, 613-615. 
[58] Sur une generalisatioп de la поtiоп de courbure de Riетапп 

et les espaces а torsioп, CR, t. 174, 593-595; [207, 209], 
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pt. 3, 616-618. Английский перевод: Cosmology апd gravitation, 
Plenum Press, New York-London, 1980, 493-496. 

[59] Sur les espaces generalises et la theorie de la relativite, CR, 
t. 174, 734-736; [207, 209], pt. 3, 619-621. 

[60] Sur les espaces conforтes generalises et l'Univers optique, CR, 
t. 174, 857-859; [207, 209], pt. 3, 622-624. Английский перевод: 
[210], 195-199. 

[61] Sur les equations de strиctиre des espaces generalises et 
l'expression analytiqиe dи tenseиr d'Einsteiп, CR, t. 174, 1104-
1106; [207, 209], pt. 3, 625-627. 

[62] Sиr ип theoreтe foпdaтeпtal de М. Н. Weyl daпs la theorie de 
l'espace тetriqиe, CR, t. 175, 82-85; [207, 209], pt. 3, 629-632. 

[63] Sиr les petites oscillatioпs d'ипе тasse flиide, BSc, t. 46,317-
352, 356-369; [207, 209], pt. 3, 13-61. 

[64] Ler;oпs sиr les iпvariaпts iпtegraиx, Hermann, Paris; 2eme ed.: 
1958; зете ed.: 1971. Русский перевод: Интегральные инвари­
анты, Гостехиздат, М.-Л., 1940; 2-е изд.: УРСС, Москва, 1998. 

1923 

[65] Sиr ип theoreтe foпdaтeпtal de М. Н. Weyl, JM, t. 2, 167-192; 
[207, 209], pt. 3, 633-658. 

[66] Sиr les varietes а соппехiоп atfiпe et la theorie de la relativite 
geпeralisee, I, AS, t. 40, 325-412; [207, 209], pt. 3, 659-
746. Сокращенный русский перевод: Пространства аффинной 
связности, [208], 6-58. Английский перевод: Оп тaпifolds 
with atfiпe соппесtiопs апd the geпeralized theory of relativity, 
Bibliopolis, Naples, 1966; 2nd ed.: [210], 29-105. 

[67] Les foпctioпs reelles поп aпalytiques et les solиtioпs siпgиlieres 
des eqиatioпs ditfereпtielles dи preтier ordre, АР, t. 2, 1-8; 
[207, 209], pt. 3, 63-70. 

[68] Les espaces а соппехiоп сопfоrте, АР, t. 2, 171-221; [207, 209], 
pt. 3, 747-797. Русский перевод: Пространства конформной 
связности, [208], 153-206. 

1924 

[69] Sиr les varietes а соппехiоп atfiпe et la theorie de la relativite 
geпeralisee, Il, AS, t. 41, 1-25; [207, 209], pt. 3, 799-823. 
Английский перевод: см. [66]; [210], 107-127. 
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[70] Sиr les varietes а connexion projective, BS, t. 52, 205-241; 
[204], 165-201; [207, 209], pt. 3, 825-861. Русский.перевод: 
Пространства проективной связности, [208], 119-152. 

[71] Les recentes generalisations de la notion d' espace, BSc, t. 48, 
294-320; [207, 209], pt. 3, 863-889. 

[72] La theorie de la relativite et les espaces generalises, Atti del 
V Coпgresso Iпterпazioпale di Filosofia, 427-436. 

[73] La theorie des groиpes et les rechercnes recentes de geoтetrie 
differentielle, ЕМ, t. 24, 1925, 1-18; АС, Toroпto, vol. 1, 1928, 
85-94; [207, 209], pt. 3, 891-904. Испанский перевод: Revista 
matematica Hispano-Americaпa, 1927, 1-13. 

[74] Sиr les forтes differentielles en geoтetrie, CR, t. 178, 182-184; 
[207, 209], pt. 3, 905-907. 

[75] Sиr la connexion atfine des sиrfaces, CR, t. 178, 292-295; [207, 
209], pt. 3, 209-212. 

[76] Sиr la connexion atfine des sиrfaces developpaЬles, CR, t. 178, 
449-451; [207, 209], pt. 3, 912-914. 

[77] Sиr la connexion projective des sиrfaces, CR, t. 178, 750-752; 
[207, 209], pt. 3, 215-217. 

1925 

[78] Note sиr la generation des oscillations entretenиes (совместно 
с Анри Картаном), Annales des Postes, Telegraphe et Telephone, 
t. 14, 1196-1207; [207, 209], pt. 3, 71-82. 

[79] Les groиpes d'holonoтie des espaces generalises et l'Analysis 
sitиs, AF, GrenoЫe, 47-49; [207, 209], pt. 3, 919-920. 

[80] Sиr les varietes а connexion atfine et la theorie de la relativite 
generalisee, 1, AS, t. 42, 17-88; [207, 209], pt. 3, 921-992. Со­
кращенный русский перевод: Пространства аффинной связ­

ности, [208], 70-118. Английский перевод: [210], 129-193. 

[81] Les tenseиrs irredиctiЬles et les groиpes lineaires siтples et 
seтi-siтples, BSc, t. 49, 130-152; [207, 209], pt. 1, 511-553. 

[82] Le principe de dualite et la theorie des groиpes siтples et 
seтi-siтples, BSc, t. 49, 361-374; [207, 209], pt. 1, 551-568. 

[83] Sиr le тоиvетепt а deux paraтetres, Nouvelles Annales, t. 1, 
33-37; [207, 209], pt. 3, 83-87. 

[84] La geoтetrie des espaces de Rieтann, Gauthier-Villars, Paris. 
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1926 
[85] L'applicatioп des espaces de Riетапп et l'Aпalysis situs, AF, 

Lyon, 53-55; [207, 209], pt. 3, 993--995. 
[86] Sur certaiпs systeтes diftereпtiels doпt les iпсоппиеs soпt des 

forтes de Pfaft, CR, t. 182, 956--958; [207, 209], pt. 3, 1195--
1197. 

[87] Sur les espaces de Riетапп daпs lesquels le traпsport par 
paraltelisтe coпserve la courbure, RA, t. 31, 544--54 7; [207, 209], 
pt. 1, 562--572. 

[88] Les groupes d'holoпoтie des espaces geпeralises, Acta Mathe­
matica, t. 48, 1--42; [207, 209], pt. 3, 997--1038. Русский перевод: 
[205], 59--110. 

[89] Sur les spblres des espaces de Riетапп а trois diтeпsioпs, JM, 
t. 5, 1--18; [207, 209], pt. 3, 1039--1056. 

[90] L'axioтe du рlап et la geoтetrie diftereпtielle тetrique, In 
memoriam N. 1. Lobatschevskii, вып. 2, Главнаука, Казань, 1927, 
4-12; [207, 209], pt. 3, 1057-1065. 

[91] Оп the geoтetry of the group-тaпifold of siтple and seтi­
siтple groups (совместно с Я. А. Схоутеном), PNA, t. 29, 803--
815; [207, 209], pt. 1, 573-585. Голландский перевод: Over 
de тeetkuпde der groepuitgebreidheid vап halfeenvoпdige еп 
eeпvoпdige groepeп, VNA, t. 35, 385-399. 

[92] Оп Rieтaпniaп geoтetries adтittiпg ап absolute parallelisт 
(совместно с Я. А. Схоутеном), PNA, t. 29, 933-946; [207, 209], 
pt. 3, 1067-1080. Голландский nеревод: Over Rieтaппsche 
тeetkuпden die absoluut parallelisтe toelateп, VNA, t. 35, 
505--518. 

[93] Sur ипе classe reтarquaЬle d'espaces de Riетапп, 1, BS, t. 54, 
214-264; [207, 209], pt. 1, 587-637. Русский перевод: Об одном 
замечательном классе римановых пространств, [206], 112--
139. 

1927 
[94] Sur ипе classe reтarquaЬle d'espaces de Riетапп, ll, BS, t. 55, 

114--134; [207, 209], pt. 1, 639--659. Русский перевод: Об одном 
замечательном классе римановых пространств, [206], 140-
149. 

[95] Sur les courbes de torsioп пulle et les surfaces developpaЬles 
daпs les espaces de Riетапп, CR, t. 184, 138--140; [207, 209], 
pt. 3, 1081-1083. 



Математические сочинения Картана 259 

[96] Sиr les geodesiqиes des espaces de groиpes siтples, CR, t. 1, 
862-864; [207, 209], pt. 1, 661-663. 

[97] Sиr la topologie des groиpes сопtiпиs siтples reels, CR, t. 184, 
1036-1038; [207, 209], pt. 1, 664-666. 

[98] Sиr l'ecart geodesiqиe et qиelqиes qиestioпs соппехеs, RA, t. 51, 

609-613; [207, 209], pt. 3, 1085-1089. 
[99] Sиr certaiпes forтes riетаппiеппеs reтarqиaЫes des geoтe­

tries а groиpe foпdaтeпtal siтple, CR, t. 184, 1628-1630; [207, 
209], pt. 1, 667-669. 

[ 1 00] Sиr les forтes riетаппiеппеs des geoтetries а groиpe foпda­
тeпtal siтple, CR, t. 185, 96-98; [207, 209], pt. 1, 670-672. 

[101] La geoтetrie des groиpes de traпsforтatioпs, JM, t. 6, 1-119; 
[207, 209], pt. 1, 637-791. Русский перевод: Геометрия групп 
преобразований, [206], 7-111. 

[102] Sиr certaiпs cycles arithтetiqиes, Nouvelles Annales, t. 2, 33-
45; [207, 209], pt. 3, 89-101. 

[103] La geoтetrie des groиpes siтples, АМ, t. 4, 209-256; [207, 
209], pt. 1, 797-840. Русский перевод: Геометрия простых 
групп, [206], 183-239. 

[ 104] Sиr la possibllite de ploпger ип espace riетаппiеп dоппе daпs 
ип espace eиclidieп, АР, t. б, 1-7; [207, 209], pt. 3, 1091-1097. 

[105] La theorie des groиpes et la geoтetrie, ЕМ, t. 26, 200-225; 
[207, 209], pt. 1, 841-866; Русский перевод: Теория групп и гео­
метрия, [205], 111-141. 

[1 06] Rapport sиr le тетоirе de J. А. Schoиteп iпtitиle «Erlaпger 
Prograтт иnd Obertragипgslehre. Nеие Gesichtspuпkte zur 
Grипdlegиng der Geoтetrie», ИКО, т. 2, 71-76; [207, 209], pt. 3, 
1099-1104. 

[107] Sиr certaiпes forтes riетаппiеппеs reтarqиaЫes des geoтe­
tries а groиpe foпdaтental siтple, AS, t. 44, 345-467; [207, 
209], pt. 1, 867-989. 

[ 1 08] Sиr ип рrоЫете dи calcиl des variatioпs еп geoтetrie projective 
plane, МСб, т. 34, 349-364: [207, 209], pt. 3, 1105-1119. 

[108а] Риманова геометрия в ортогональном репере. По лекциям, 
читанным в Сорбонне в 1926-1927 гг., 2-е изд.: Платон, 

Волгоград, 1997. Китайский перевод: Сян Лифу, Пекин, 1964. 
Английский перевод: Riетаппiап geoтetry iп ап orthogoпal 

fraтe, World Scientific, New Jersey-Lonfon-Singapore-Hong 
Kong, 2001. 



260 Сnисок сочинений Картана 

1928 
[ 109] Sиr les systeтes orthogoпaиx coтplets de foпctioпs daпs 

certaiпs espaces de Riетапп clos, CR, t. 186, 1594-1596; 
[207, 209], pt. 1, 991-993. 

[ 11 О] Sиr les espaces de Riетапп clos adтettaпt ип groиpe сопtiпи 
traпsitif de deplaceтents, CR, t. 186, 1817-1819; [207, 209], 
pt. 1, 995-997. 

[ 111] Sиr les noтbres de Betti des espaces de groиpes clos, CR, t. 187, 
196-198; [207, 209], pt. 1, 999-1001. 

[1121 Sиr la staЬilite ordiпaire des ellipsoides de JacoЬi, АС, Toronto, 
t. 2, 9-17; [207, 209], pt. 3, 103-111. 

[ 113] Сотрlетепt а и тетоirе «Sиr la geoтetric des groиpes 
siтples», АМ (4), t. 5, 253-260; [207, 2091, pt. 1, 1003-1010. 

[ 1141 Ler;ons sиr la geoтetrie des espaces de Riетапп, Gauthier- Vil­
lars, Paris. Русский перевод: Геометрия римановых про­

странств, ОНТИ, М.-Л., 1936. 
[1151 Sиr les sиbstitиtioпs orthogoпales iтagiпaires, AF, Congres de 

La Roche\le, 38-40; [207, 209], pt. 2, 249-250. 

1929 
[ 116] Groиpes siтples clos et ouverts et geoтetrie rieтaпnienпe, 

JM, t. 8, 1-33; [207, 209], pt. 1, 1011-1043. Русский перевод: 
Компактные и некомпактные простые группы и риманова 

геометрия, [206], 150-182. 
[ 1171 Sиr la deterтiпatioп d'ип systeтe orthogoпal coтplet daпs ип 

espace de Rieтanп syтetriqиe clos, RC, t. 53, 217-252; [207, 
2091, pt. 1, 1045-1080. 

[ 118] Sиr les iпvariaпts iпtegraиx de certains espaces hoтogeпes clos 
et les proprtetes topotogiqиes de ces espaces, АР, t. 8, 181-225; 
[204], 203-233; [207, 209], pt. 1, 1081-1125. 

[119] Sиr !а represeпtatioп geoтetriqиe des systeтes тateriels поп 
holoпoтes, АС, Bologna, 1928, t. 4, 253-261; [207, 209], pt. 3, 
113-121. 

[ 120] Sиr les espaces clos adтettant ип groиpe transitif clos fini 
et сопtiпи, АС, Bologna, 1928, t. 4, 243-252; [207, 209], pt. 1, 
1127-1136. 

1930 
[ 1211 Les represeпtatioпs liпeaires dи groиpe des rotatioпs de la 

sphere, CR, t. 190, 610-612; [207, 209], pt. 1, 1137-1139. 



~атематические сочинения Картана 261 

[ 122] Les representations lineaires des groиpes simples et semi­
simples clos, CR, t. 190, 723-725; [207, 209], pt. 1, 1140-1142. 

[123] Le troisieme theoreme fondamental de Lie, 1, CR, t. 190, 914-
916; [207, 209], pt. 1, 1143-1145. 

(123а] Le troisieme theoreme fondamental de Lie, 11, CR, t. 190, 1005-
1007; (207, 209], pt. 1, 1146-1148. 

(124) Notice historiqиe sиr la notion de paraltelisme absolи, МА, 
Bd. 102, 698-706; (207, 209], pt. 3, 1121-1129. 

[125) Sиr les representations lineaires des groиpes clos, СН, t. 2, 
269-283, pt. 1, 1131-1153. 

[ 126] Sиr ип proЬleme d' eqиivalence et la tblorie des espaces 
metriqиes geпeralises, Mathematica, t. 4, 114-136; (207, 209], 
pt. 3, 1131-1153. 

{127] Geometrie projective et geometrie riemaпnieппe, Труды 1 Все­
союзного математического съезда, Харьков, 179-190; [207, 209], 
pt. 3, 1155-1166. 

(128] La theorie des groиpes finis et continиs et l'Analysis sitиs, 

Gauthier-Viltars, Paris, 62 р.; 2eme ed.: 1952; [207, 209], pt. 1, 
1165-1225. Русский перевод: Теория конечных непрерывных 
групп и топология, (206], 240-292. 

1931 
(129] Geometrie eиclidienne et geometrie riemannienne, Scieпtia, 

393-402. 
(130] Le parallelisme absolи et la theorie ипitaire dи champ, Revue 

Metaph. Morale, 13-28; 2eme ed.: Негmапп, Paris, 1932; зете ed.: 
1974; [207, 209], pt. 3, 1167-1185. 

[131] Sиr la theorie des systemes en iпvolиtioп et ses applications а 
la Relativite, BS, t. 59, 88-118; [207, 209], pt. 2, 1199-1229. 

(132] Sиr les developpantes d'ипе sиrface reglee, Bulletin del'Academie 
Roumaine de Sciences, t. 14, 167-174; [207, 209], pt. 3, 1187-
1194. 

[133] Le groиpe foпdameпtal de la geometrie des spheres orientees 
reelles, AF, Nancy, 21-28; [207, 209], pt. 3, 1195-1202. 

(134] Lecoпs sиr la geometrie projective complexe, Gauthier-Villars, 
Paris; 2eme ed.: 1950. 

1932 
[135] Sиr le groиpe de la geometrie hyperspheriqиe, СН, t. 4, 158-

171; [207, 209], pt. 3, 1203-1216. 



262 Сnисок сочинений Картана 

[ 136] Sur [а geometrie pseudo-conforme des hypersurfaces de l' espace 
de deux variaЬles complexes, 1, АМ, t. 11, 17-90; [207, 209], 
pt. 2, 1231-1304. 

[136а] Sur la geometric pseudo-conforme des hypersurfaces de l'espace 
de deux variaЬles complexes, 11, ASP, t. 1, 333-354; [207, 209], 
pt. 3, 1217-1238. 

[ 137] Sur les proppietes topologiques des quadriques complexes, РIВ, 
t. 1, 55-74; [207, 209], pt. 1, 1227-1246. 

[138] Les espaces riemanniens symetpiques, АС, Zйrich, Bd. 1, 152-
161; [207, 209], pt. 1, 1247-1256. 

[139] Sur t'equivalence pseudo-conforme de deux hypersurfaces de 
l'espace de deux variaЬles complexes, АС, Zйrich, Bd. 11, 54-
56; [207, 209], pt. 2, 1305-1306. 

1933 

[ 140] Les espaces metriques fondes sur la notion d' aire, Hermann, 
Paris. Русский перевод: [205], 143-194. 

[ 140а] La cinematique newtonienne et les espaces а courbure eucli­
dienne, Bulletin de la Societe Mathematique de Roumanie, t. 35, 
69-73; [207, 209], pt. 3, 1239-1243. 

[140Ь] Observations SUP: St. Go/Q,b. Sur la representation conforme de 
l'espace de Finsler sur l'espace euclidien, CR, t. 196, 27-29. 

[ 141] Sur les espaces de Finsler, CR, t. 196, 582-586; [207, 209], pt. 3, 
1245-1248. 

[ 141а] Observations sur !е memoire precedent (lettre а D. D. Kosambl), 
MZ, Bd. 37, 619-622; [207, 209], pt. 3, 1249-1252. 

1934 

[ 142] Les espaces de Finsler, Exposes de geometrie, vol. 11, Hermann, 
Paris. 

[142а] Remarques au sujet d'une communication de M.Andre Weil «Ипе 
propriete caracteristique des groupes de substitutions lineaires 
finis», CR, t. 198, 1739-1740. 

[142Ь] Remarques au sujet de la communication d:4. Weil, CR, t. 198, 
1742-1743; [207, 209], pt. 1, 1257-1258. 

[143] Le calcul tensoriel en geometrie projective, CR, t. 198, 2033-
2037; [207, 209], pt. 3, 1253-1257. 

[143а] La theorie unitaire d'Einstein-Mayer, [207, 209], pt. 3, 1863-
1875. . 



Математические сочинения Картана 263 

1935 
[144] La тethode du repere тоЬilе, la tblorie des groupes continus et 

les espaces generalises, Exposes de geometrie, vol. У, Hermann, 
Paris; [207, 209], pt. 3, 1259-1320. Русский nеревод: Метод по­
движного репера, теория непрерывных групп и обобщенные 

пространства, Гостехиздат, М.-Л., 1933. 
[145] Sиr les doтaiпes bornes hoтogimes de l'espace de n variaЬles 

coтplexes, АМН, Bd. 11, 116-162; [207, 209], pt. 1, 1259-1305. 
[145а] Reтarqиes аи sиjet d'ипе coттиnication de М. L. Poпtrjagiп 

sиr les потЬrеs de Betti des groиpes de Lie, CR, t. 200, 1280-
1281. 

[146] Observaiions sиr ипе Note de М. G. Boиligand, CR, t. 201, 702; 
[207, 209], pt. 3, 1321. 

[147] Le calcиl teпsoriel projectif, МСб, т. 42, 131-148; [207, 209], 
pt. 3, 1323-1339. 

[ 147а] Sиr ипе degeпeresceпce de la geoтetric eиclidieппe, AF, Nantes, 
128-130. 

1936 
[148] La geoтetric de l'iпtegrale j F(x, у, у', у") dx, JM, t. 15, 43-

69; [207, 209], pt. 3, 1341-1368. 
[149] Sиr les chaтps d'acceleratioп ипifоrте еп Relativite restreinte, 

CR, t. 202, 1125-1288; [207, 209], pt. 3, 1369-1372. 
[150] La topologie des espaces represeпtatifs des groиpes de Lie, ЕМ, 

t. 35, 177 -200; Exposes de geometrie, vol. VIII, Hermann, Paris; 
[204], 235-258; [207, 209], pt. 1, 1307-1330. 

[151] Le rдle de !а tblorie des groиpes de Lie daпs t'evolиtioп de 
la geoтetrie тoderne, АС, Oslo, t. 1, 92-103; [207, 209], pt. 3, 
1373-1384. 

1937 
[152] Les espaces de Fiпsler, ТрС, вып. 4, 70-81; [207, 209], pt. 3, 

1385-1396. Русский перевод: Пространства Финслера, ТрС, 
вып. 4, 82-94. 

[153] Les espaces а соппехiоп projective, ТрС, вып. 4, 147-159; 
[207, 209], pt. 3, 1397-1409. Русский перевод: Пространства 
проективной связности, ТрС, выn. 4, 160-173. 

[154) La topologie des espaces hoтogeпes clos, ТрС, вып. 4, 388-
394; [207, 209), pt. 1, 1331-1337. Русский перевод: Топология 
однородных замкнутых пространств, ТрС, выn. 4, 395-402. 



264 Сnисок сочинений Картана 

[ 155) Lцons sиr la theorie des espaces а connexion projective, 
Gauthier-Villars, Paris. 

[156] L'extension dи calcиl tensoriel аих geoтetries non-affiiпes, 

Annals of Mathematics, vol. 38, 1-13; [207, 209], pt. 3, 1411-
1423. 

[ 157] La theorie des groиpes fiпis et сопtiпиs et !а geoтetrie 

differeпtielle traitees par la тethode dи repere тoblle, Gauthier­
Villars, Paris; 2eme ed.: 1951. Русский перевод: Теория конечных 
непрерывных групп и дифференциальная геометрия, изло­

женные методом подвижного репера, МГУ, Москва, 1963; 
2-е изд.: Платон, Волгоград, 1998. 

[ 158] Le role de la geoтetrie aпalytiqиe dans l' evolиtion de la 
geoтetrie, Travaux du Xl Congres lnternational de la Philosophie, 
t. 6, Hermann, Paris, 147-153. 

[159] Les groиpes, Encyclopedie Fraщaise, t. 1, pt. 3, 1.66-1-1.66-8. 
[ 1 60) La gёometrie et la theorie des groиpes, Encyclopedie Fraщ:aise, 

t. 1, pt. 3, 1.88-12-1.90-2. 
[161] La geoтetrie riemaпnieпne et ses geпeralisations, Encyclopedie 

Frant;aise, t. 1, pt. 3, 1.90-3-1.90-8. 
(161aj Les proЫemes d'eqиivalence, Seminaire de Mathematique D, 1 1/1; 

[204], 113-136; [207, 209], pt. 2, 1311-1334. 
[161Ь] La structure des groupes iпfinis, Seminaire de Mathematique G-H, 

1/3, 15/3; [207, 209], pt. 2, 1335-1384. 

1938 
[ 162] Les representations lineaires des groupes de Lie, JM, t. 17, 

1-12; [204], 153-164; [207, 209], pt. 1, 1339-1251. 
[ 163] Les espaces geпeralises et l'integration de certaines classes 

d'equatioпs differentielles, CR, t. 206, 1689-1693; [207, 209], 
pt. 3, 1425-1429. 

[ 164] Lerons sur la thёorie des spiпeurs 1, II, Exposes de geometrie, 
vol. XI, Hermann, Paris. Русский перевод: Теория спиноров, 

ИИЛ, Москва, 1947; 2-е изд.: Платон, Волгоград, 1997. Англий­
ский nеревод: The theory of spinors, МIТ, Cambridge, Mass., 
1966; 2nd ed.: Doveг, New York, 1981. 

[ 165] La thёorie de Galois et ses geпeralisatioпs, СН, t. 1 1, 9-25; 
[207, 209], pt. 3, 123-139. 

[ 166] Faтilles de surfaces isoparametriques dans les espaces а 

courbure constante, АМ (4), t. 17, 177-191; [207, 209], pt. 3, 
1431-1445. 



Математические сочинения Картана 265 

1939 

[ 167] Sur des familles remarquaЬles d' hypersurfaces isoparame­
triques dans les espaces spheriques, MZ, t. 45, 335-367; 
[207, 209], pt. 3, 1447-1479. 

[168] Sur quelques familles remarquaьtes d'hypersurfaces, Actes du 
Congres Mathematique de Liege, 30-41; [207, 209], pt. 3, 1481-
1492. 

[ 169] Le calcul differentiel absolu et les proЬlemes recents de 
geometrie riemannienne, Atti di Fondazione de Volta, t. 9, 443-
461; [207, 209], pt. 3, 1493-1511. 

1940 

[ 1 70] Sur un theoreme de J. А. Schouten et W. van der Kиlk, CR, t. 21 1, 
21-24; [207, 209], pt. 2, 1307-1310. 

[1 71] Sur les groupes linearies quaternioniens, Vierteljahrsschrifte der 
Naturforschenden Gesellschaft in Zurich, Bd. 85, 191-203; [207, 
209], pt. 2, 251-263. 

[172] Sur des familles d'hypersurfaces isoparametriques des espaces 
spheriques а 5 et 9 dimensions, Revista Uvivepsidad Nacional de 
Tucuman (А), t. 1, 5-22; [207, 209], pt. 3, 1513-1530. 

1941 

[ 173] Sur les surfaces admettant une seconde forme fondamentale 
donnee, CR, t. 212, 825-828; [207, 209], pt. 3, 1531-1534. 

[ 17 4] La geometrie de las ecuaciones diferenciales de tercer orden, 
Revista Matematica Hispano-Americana (1), t. 4, 1-31; [207, 209], 
pt. 3, 1535-1565. 

[ 175] La notion d'orientation dans les differentes geometries, BS, 
t. 69, 47-70; [207, 209], pt. 3, 1367-1370. 

1942 

[ 176] Sur les couples de surfaces applicaьtes avec conservation des 
courbures principales, BSc (2), t. 66, 55-85; [207, 209], pt. 3, 
1591-1621. 

[177] Les surfaces isotropes d'une quadrique de l'espace а sept 
dimensions, In Memoriam N. 1. Lobatschevskii, выn. 3, КГУ, Ка­
зань, т. 1, 10-119. (В [207, 209] указывается как неоnублико­
ванная рукопись.) 



266 Сnисок сочинений Картана 

1943 

[178] Sиr ипе classe d'espaces de Weyl, AS (3), t. 60, 1-16; [207, 209], 
pt. 3, 1621-1636. 

[ 179] Les sиrfaces qиi adтettent ипе seconde forтe fondaтentale 
donnee, BSc (2), t. 67, 8-32; [207, 209], pt. 3, 1637-1661. 

1944 

[ 180] Sиr ипе classe de sиrfaces apparentees а их sиrfaces R et а их 
sиrfaces de Jonas, BSc, t. 68, 41-50; Сборник, посвященный 
памяти академика Д. А. Граве, Гостехиздат, М.-Л., 1940, 72-78; 
[207, 209], pt. 3, 1663-1672. 

1945 

[ 181] Les systeтes differentiels exterieиrs et leиrs applications geo­
тetriqиes, Hermann, Paris. Русский перевод: Внешние диф­

ференциальные системы и их геометрические приложения, 

МГУ, Москва, 1962. 

[182] Sиr ип рrоЬlете de geoтetrie differentlelle projective, AS (3), 
t. 62, 205-231; [207, 209], pt. 3, 1637-1669. 

1946 

[ 183] Ler;ons sиr la geoтetrie des espaces de Rieтann, 2eme ed, 
Gauthier-Villars, Paris; переиздания: 1951, 1963. Английский пе­
ревод: Geoтetry of Rieтanтan spaces, Lie groups, Histoгy, 

Frontiers, and Applications, vol. 13, Math. Sci. Press, Brookline, 
Mass., 1983. 

[ 184] Quelques remarqиes sur les 28 Ьitangentes d'une quartique 
plane et les 27 droites d'une surface cuЬique, BSc (2), t. 70, 
42-45; [207, 209], pt. 1, 1353-1356. 

1947 

[ 185] Sur l'espace anallagmatique reel а n dimensions, АР, t. 20,266-
278; [207, 209], pt. 3, 1701-1713. 

[ 185а] La theorie des groupes, Aleщon, Paris. 

1949 

[ 186] Dеих theoremes de geometric ananagmatique reelle а n dimen­
sions, АМ (4), t. 28, 1--12; [207, 209], pt. 3, 1715-1726. 



Работы Картана по истории науки и его воспоминания 267 

Работы Картана по истории науки и его воспоминания 

1931 
[ 187] Notices sur les travaux scientifiques, Gauthier-Villars, Paris; 

2eme ed.: 1974; [204], 15-112; [207, 209], pt. 1, 1-101. 

1937 
[188] Discours prononce а l'inauguration d'un buste eleve а la те­

тоirе de Gaston Darboux а Niтes le diтanche 22 octobre 1933, 
Notices et discourses Acad. Sc. Paris, 1924-1936, 437-4 78. 

1939 
[189] Allocution а la Sorbonne 18 таi 1939, JuЬile scientifique de 

М. Elie Cartan celebre а Ia Sorbonne 18 mai 1939, Gauthier- Villars, 
Paris, 51-59; [AR], 275-279. Русский перевод: наст. изд., При­
ложение 1. 

1940 
[190] Le r6le de la France dans le developpeтent des тatheтatiques, 

РIВ, t. 51 (65), 1992, 2-21. Сербский перевод: Улога Францус­
ке у развоjу математике, Сатурн, N!!4-5, 81-96, N!!6-7, 
120-144; 2-е изд.: Jугословенско Астрамомска Друштво, Бео­
град, 1941. Английский перевод: The lnfluence of France in the 
Developтent of Matheтatics, [AR], 281-301. Русский перевод: 
наст. изд., Приложение 2. 

1941 
[191) Charles Maurain, Jubilie de Charles Maurain, Paris, 5-14. 

1942 
[192] Notice necrologique sur Tultio Levi-Civita, CR, t. 215, 233-235. 

1943 
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[ 197] Notice пecrologiqиe sиr Siтоп Flexпer, CR, t. 222, 1265-1266. 
[198] Notice пecrologiqиe sиr Loиis Martiп, CR, t. 222, 1417-1419. 
[198а] Gaspard Мопgе. Sa vie, sоп ceиvre, CR, t. 223, 1049-1054. 
[ 199] Notice пecrologiqиe sиr Раи! Laпgeviп, CR, t. 223, 1069-1072. 
[200] L'ceиvre scieпtifiqиe de M.Ernest Vessiot, BS, t. 75, 1-8. 

1948 
[201] Uп ceпteпaire; Sophиs Lie, Les grands courants de la pensee 

mathematique, Cahiers du Sud, Fontenay-aux-Roses, 253-257; 
2eme ed.: t. 1, Paris, 1962. Английский nеревод: Great Currents of 
Mathematical Thought, vol. 1, New York, 1971, 262-267. Русский 
перевод: наст. изд., Приложение 3. 

[202] Gaspard Мопgе. Sa vie, sоп ceиvre, Aleщon, Paris. 

1949 
[203] La vie et l'ceиvre de Georges Perier, Annuaire Bureau des 

Longitudes, Paris, С1-С4. 

Собрания сочинений и сборники работ Картана 

1939 
[204] Selecta. Jиblle scieпtifiqиe de М. Elie Cartaп, Gauthier-Villars, 

Paris. 
[205] Группы голономии обобщенных пространств. Теория групп и 

геометрия. Метрические пространства, основанные на по­

нятии площади, КГУ, Казань; VIII Международный конкурс на 
соискание премий имени Н. И. Лобачевского, КГУ, Казань, 1940, 
59-194. 

1949 
[206] Геометрия групп Ли и симметрические пространства, 

ИИЛ.,М. 

1952-1955 
[207] CEиvres coтpletes, Gauthier-Villars, Paris, pt. 1: G roиpes de 

Lie, 1952; pt. 2: Algebre; systeтes dif{erentiels et рrоЫетеs 
d'eqivaleпce, 1953; pt. 3: Geoтetrie differeпtielle; divers, 1955. 

1962 
[208] Пространства аффинной, проективной и конформной связ­

ности, КГУ, Казань; 2-е изд.: Платон, Волгоград, 1-998. 
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1984 
[209] CEuvres completes, CNRS, Paris, pt. 1: Groupes de Lie; pt. 2: 

Algebre. Formes differeпtlelles et systemes differeпtiels; pt. 3: 
Geometrie differeпtielle; divers. 

1986 
[21 О] Оп maпifolds with ап affiпe соппесtiоп апd the theory of 

geпeral relativity, Bibliopolis, Naples. 

1998 
[211] Избранные труды, MUHMO, Москва. 

Научная переписка Картана 

1975 
[212] Lettres d'E. Cartaп а G. Tzitzeica, А. Paпtazi et G. Vraпceaпu, 

Elie Cartaп, 1869-1951, Hommage de I'Acad. de RE~publique 
Sociatiste de Roumante, а l'occasion du centenaire de sa natessance, 
Editura Acad. R.S.R, Bucure~ti, 83-116. 

1979 
[213] Elie Cartaп- Albert Eiпsteiп letters оп absolute parallelism 

1929-1932, U niversity Press, Princeton. 
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Приложение 1. 
Э. Картан. Выступление на праздновании 70-летия 

В заключение этой трогательной церемонии, после всех похвал, ко­

торыми вы осыпали меня и которых я, как я сознаю, совершенно не 

заслуживаю, разрешите мне обратиться мыслью к тем, кого больше нет 

и кто был бы так рад слышать это. Я думаю о моих отце и матери, скром­

ных крестьянах, которые в течение своей долгой жизни дали своим детям 

пример радостного труда и мужества в преодолении трудностей. ~ое 

детство убаюкивалось ударами по наковальне, раздававшимися каждое 

утро, начиная с самой зари, и я еще вижу мою мать, которая в мгновения, 

оставшиеся свободными от забот о детях и хлопот по хозяйству, работает 

за прялкой. 

Вспоминая о родителях, я думаю и о моих первых учителях, препо­

давателях начальной школы в моей деревне Доломье, г-не Коллоне и, 

прежде всего, г-не Дюпюи; они дали более чем двум сотням мальчиков 

первоначальное образование, значение которого я .смог оценить гораздо 

позднее. Я должен признать, и делаю это без всякого смущения, что я был 

отличным учеником; мог не задумываясь nеречислить все супрефекту­

ры в любом департаменте Франции, и никакие грамматические тонкости 

правил причастий прошедшего времени не ускользали от меня. Однажды 

кантональный делегат по имени Антонен Дюбо, который позднее стал 

одним из наиболее высокопоставленных лиц государства, приехал для ин­

спекции школы. Этот визит определил всю мою жизнь. Инспектор решил, 

что я должен участвовать в конкурсе на стипендии в лицеях. Г -н Дюпюи 
управлял моей подготовкой с сердечным участием, которое я не забуду 

никогда. Все это заставило меня совершить прекрасную поездку в Гре­
нобль, где я без особого труда сдал экзамены, оказавшиеся не слишком 

страшными. ~ои блестящие успехи наполнили гордостью г-на Дюпюи, 

и благодаря поддержке г-на Дюбо, который в течение всей своей жиз­

ни с любовью вполне отеческой интересовался моей карьерой и моими 

успехами, я был награжден полной стипендией в коллеже Вьенна. 

Таким образом, в возрасте десяти лет я с радостью покинул отчий дом, 

не подозревая, что уже через несколько дней я пожалею о том, что поте-

Allocution а \а Sorbonne 18 rnai 1939 // J ublle scientifique de М. Elie Cartan celebre а \а 
Sorbonne 18 rnai 1939, Paris; Gauthier-Villars, 51-59. 
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рял. Я должен был привыкнуть к жизни в общежитиях, где мне пришлось 

провести более десяти лет. После пяти лет коллежа, где мне приходилось 

ограничивать себя скудной едой два раза в день, моя стипендия была 

переведена в Гренобльский лицей, где я закончил свое классическое об­

разование риторикой и философией, а затем в лицей Жанеона де Сайи, 

который совсем недавно открылся и все были в восхищении от успеха Jle 
Дантека, принятого первым в Нормальную школу. 

В лицее Жанеона у меня были замечательные преподаватели- Соло­

мон Блош (по элементарной математике) и Эмиль Jlaкyp (по специальной 

математике), который, как ты знаешь, мой дорогой Тресс, был известен 

не только как преподаватель, но славился и благородством характера. 

Именно в этом классе товарищем моим и Эжена Перро, который вме­

сте со мной поступил в Нормальную школу, был Жан Перрен, который 

был младше нас, а впоследствии заслужил славу одного из крупнейших 

ученых Франции. 

Мой дорогой Тресс, я с волнением вспоминаю наши годы в Нор­

мальной школе. Прошло достаточно много времени, чтобы ты не при­

украшивал свои воспоминания обо мне и о той роли, которую я играл 

среди своих товарищей. Насколько я припоминаю, на самом деле это 

было братское товарищество и сотрудничество, всегда достаточно тесное 

в год подготовки к кандидатским экзаменам. Я вижу как сейчас наши 

совместные вечерние занятия в каком-нибудь зале. И мы слушаем, как 

один из нас рассказывает лекцию, с которой он должен выступить на 

следующий день. Критика на этих занятиях была свободной, откровенной 

и очень полезной. Я вспоминаю, в частности, лекцию о пересечении квад­

рик, которая поразила нас такой элегантностью и новизной, что вопрос 

стал сразу понятен. Автором этой лекции был Артюр Тресс. 
Ты сейчас говорил, мой дорогой друг, о том восхищении, в которое нас 

приводили курсы г-на Эмиля Пикара, которые отличались тем, что от­

крывали нам широкие перспективы в области, новой для нас. В Нормаль­

ной школе наиболее глубокое влияние на нас производил Жюль Таннери 

загадочной артистичностью своей личности, быть может, своей привер­

женностью строгости, необходимость которой в математике он показывал 

нам как интеллектуальную добродетель, обеспечивающую правильиость 

ее выводов и лояльность по отношению к ней самой. Как уже говорилось, 

Таннери был нашей совестью, мы любили его и поклоняемся его памяти. 

Мы восхишались также изяществом некоторых лекций г-на Кёнигса, 

ясностью преподавания Гурса. В Сорбонне был отличавшийся прозрач­

ностью курс теоретической механики Аппеля, несравненная элегантность 

курсов Дарбу. Наиболее глубокое впечатление на нас производили, быть 
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может, лекции Эрмита, лицо и глаза которого восхитительной красоты 

светились, как будто он созерцал глубину божественности вечного мира 

чисел и форм, о котором сейчас говорил г-н Пикар. 

Таннери, Гурса, Аппель, Дарбу, Пикар, Эрмит- эти великие имена 

приводили в восхищение нашу юность. Я уже не говорю о математическом 

гиганте Анри Пуанкаре, лекции которого потрясали нас. Нет ни одной 

ветви современной математики, которая не испытала бы его влияния, 

и вы nонимаете, что я особенно храню в своей памяти признательность 

за последний труд его так внезапно оборвавшей с я жизни- доклад о мо­

их научных работах. Из этой блестящей плеяды великих математиков 

остаетесь только Вы, дорогой мэтр. Мы всегда восхищались Вашей моло­

достью, и я счастлив тем, что мой возраст позволил мне услышать очерк 

моей научной карьеры от моего чудесного учителя, который полвека назад 

обучал меня математическому анализу, представлял мои лервые заметки 

в академию и был оппонентом моей диссертации. 

После защиты моей диссертации, тема которой, мой дорогой Тресс, 

была мне подсказана тобой после твоего возвращения из Лейпцига, где 

ты учился у Софуса Ли, я был назначен преподавателем в Монпелье. 
Я храню в моей памяти воспоминания о пятнадцати годах, которые я про­

вел в провинции, сначала в Монпелье, а потом в Нанси и Лионе. Это 

были годы размышлений в тишине, и все, что я сделал позже, находилось 

в зародыше в работах, над которыми я размышлял в тот период. 

В Нанси я впервые познакомился с большими аудиториями. Я препо­

давал там элементы анализа студентам Института электротехники и nри­

кладной механики. Институт был еще молодым, но процветал под управ­

лением Фогта, целиком посвятившего себя этому делу. Это преподавание 

сильно заинтересовало меня и принесло глубокое удовлетворение, когда 

я почувствовал контакт со студентами. Я обнаружил также, что подго­

товлен к nреnодаванию общей математики, чем я и занимался несколько 

позже в Сорбонне. 

Преподавание в Институте было аналогично тому, которое я вел 

в Школе физики и химии в течение 29 лет. 
В той мере, в которой я заслуживаю сердечных nохвал, которые Ваша 

дружба, мой дорогой Ланжевен, расточала мне, я чрезвычайно счастлив, 

что смог помочь Вам реализовать выношенный в Вашем сердце замы­

сел превратить техническую школу, которой Вы управляете, в nодлинное 

высшее учебное заведение, дающее студентам высокую научную куль­

туру. Эта задача такова, что может быть легко выполнимой с помощью 

постоянной взаимной симпатии, объединяющей учителя и внимательных 

учеников, желающих приобрести знания, полезные для их будущей ка-
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рьеры. Я очень сожалею, что скоро покину эту Школу, с которой меня 

связывают такие узы; мой уход не сможет ослабить чувства восхищения, 

которые я испытываю к ученому и человеку, управляющему этой Школой. 

В твоем сегодняшнем выступлении, мой дорогой Марен, которое 

очень тронуло меня тем, что это были слова друга и декана, сердечно 

почитаемого всеми его коллегами, ты проследил всю мою карьеру про­

фессора Сорбонны. 

Для меня всегда было большим удовольствием преподавать: меня 

всегда интересовал предмет, который я преподавал, -это условие необ­

ходимое и, быть может, достаточное для того, чтобы заинтересовать тех, 

кто слушает вас. Если моя предстоящая отставка не состарит меня преж­

девременно, мне был0 бы приятно время от времени выступать с циклами 

лекций, темы которых я пока еще не готов уточнить. 

Большая часть моей карьеры профессора прошла в Нормальной 

школе; я служил там в течение 14 лет. Я служил там и в годы войны 
и принимал Вас, мой дорогой Жюлиа, когда Вы, тяжело раненый, по­

сле ряда операций, которым Вам пришлось подвергнуться в госпитале 

Валь-де-Грае, прибыли для отдыха в нашу старую Школу. Трудно пред­

ставить себе более страшную картину, чем аудитория Нормальной школы 

в это время. Проблем тогда было много и я участвовал в решении некото­

рого их числа. Я был счастлив слышать ваши мнения, мои дорогие Брюа 

и Жюлиа, о том, что я особенно помогал моим тяжело раненым ученикам. 

Теперь они являются преподавателями и многие из них читают лекции 

на различных факультетах. Один из них, который, как и его товарищи по 

лицею Жансона, обращается ко мне со своими затруднениями, - один 

из самых молодых членов Академии наук. 

Мы, старшее поколение, очень рады видеть, что многие выпускни­

ки Нормальной школы стали блестящими математиками. Мы уверены 

также, что Школа в течение долгого времени играла роль питомника 

математики и в свое время вдохновила Софуса Ли посвятить ей свой 

большой трактат по теории групп. Поэтому сыну Софуса Ли пришла 

в голову трогательная мысль отметить этот юбилей и прислать нам бюст 

своего отца. Не естественно ли будет поставить этот бюст в научной 

библиотеке Нормальной школы? Он будет напоминать последующим вы­

пускам Школы о великом норвежском математике. Нормальную школу 

прославили «нормальены» Вессио, Тресс и Драш, которые учились у Со­

фуса Ли в Лейпциге. 

Мой дорогой Брюа, в мое сердце глубоко проникли слова о династии 

нормальенов-Картанов. Позвольте мне добавить к именам Анри Картана 
и Элен Картаи имена еще двух нормальенов, которые особенно дороги 
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мне: первое из них- имя моего шурина Антуана Бьянкони, литератора, 

окончившего Нормальную школу в 1903 г.; смерть на поле битвы пре­

рвала его работу над философским сочинением, которое он обдумывал 

и которое обещало быть значительным. Второе имя- имя моей млад­

шей сестры Анны Картан, успех которой на конкурсе при поступлении 

в Севрскую Нормальную школу наполнил меня радостной гордостью; она 

также была ученицей Жюля Таннери, о котором она не могла говорить 

без волнения. Она преждевременно закончила свою блестящую карьеру 

преподавателя в лицее в Севре. Мне приятно думать, что она в какой-то 

мере представлена здесь, когда я вижу среди нас компанию выпускниц, 

связанных нежной любовью с моей дорогой приятельницей - госпожой 

директрисой Севрекой Нормальной школы. 

Мой дорогой Жюлиа, я с готовностью присоединяюсь к Вашему nро­

екту основать для молодых математиков учебный кружок- Ваш семинар, 

где эти молодые люди, работая совместно, излагали бы в течение года 

один важный вопрос математики. Вы сказали нам по этому поводу, что 

молодые чувствуют, возможно не вполне осознанно, необходимость опи­

раться на старших. Слушая сегодня Дьедонне, мы поняли, насколько Вы 

правы. 

Мой дорогой Дьедонне, Ваши слова, адресованные мне, тронули меня 

своей выразительностью. Они показывают, что Вы полны энтузиазмом 

молодости, добродетелью, которую я желаю Вам сохранить в течение всей 

Вашей жизни. Не является ли Ваш энтузиазм чрезмерным? Я не хотел бы 
противоречить Вам, но мой возраст достаточен для того, чтобы не прини­

мать Ваши лохвалы в полной мере; я хорошо знаю, что если бы я обладал 

всеми качествами, которые Вы мне прилисываете, у меня отсутствовал 

бы ряд других качеств, nозволяющих мне служить образованию и науке. 

Качества, которые Вы мне лриписываете, несомненно, не присущи моей 

nрироде, и у меня нет желания их приобретать. 

Мой дорогой Демулен, мы связаны старой дружбой и многочислен­

ными общими воспоминаниями. Мы вместе слушали учителей, имена ко­

торых я вспоминал сегодня. Я очень тронут поздравлениями, которые Вы 

передали мне от иностранных ученых. В частности, я благодарю тех из 

них, которых вижу здесь и которые помогали в этой церемонии. Их nри­

сутетвне дорого мне, а готовность ученых многих стран принять участие 

в моем юбилее глубоко тронула меня. 

В сегодняшнем бурном мире нам необходимо сотрудничество, по 

крайней мере в области науки, которое следует поддерживать и сохра­

нять, несмотря на все препятствия. 
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В то же время я адресую мою благодарность иностранным участни­

кам- друзьям, коллегам и ученикам, ответившим на призыв юбилейного 

комитета. Я благодарю членов комитета, которые приняли участие в ор­

ганизации этого праздника, и прежде всего моего коллегу и друга Дармуа, 

который с помощью моего ученика Эресмана принял на себя самую тя­

желую часть работы. 

Многие выступавшие здесь, говоря о моей научной карьере, свя­

зывали ее с именем подруги моей жизни. В течение более 36 лет она 
является неугасимым пламенем, оживляющим семейный очаг. Наши дети 

приносили нам постоянно большую радость и оберегали нас от боли. 

Мы никогда не забудем, как заботливо Комитет осуществил благого­

вейную мысль дать нам здесь, благодаря замечательному артисту, каким 

является г-н Шарль Мюнш, услышать душу нашего исчезнувшего сына, 

которого ты, мой дорогой Тресс, и вы, мои дорогие Жюлиа и Дьедонне, 

знали и воскрешали в памяти столь трогательными словами. 

Церемония, которая прошла этим утром, где вы не отделяли человека 

от профессора-ученого, принесла нам с женой самую большую радость, 

которую мы еще можем испытать. 
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Математическая наука, как и всякая другая наука, является коллек­

тивным интернациональным делом, она представляет собой общее до­

стояние всех цивилизованных наций, каждая из них вносит свой вклад 

в соответствии со своими силами, своей историей и своим развитием. 

Вряд ли кто-то из заметных французских математиков откажется воздать 

должные почести таким великим умам прошлого, как итальянец Галилей, 

англичанин Ньютон, немец Лейбниц, швейцарец Эйлер, норвежец Абель, 
немец Гаусс, немец Риман. 

Я хотел бы поnытаться вам показать сегодня, что отношение числа 

великих математических гениев к населению страны во Франции не усту­

пает такому отношению в любой другой стране и что французы, благодаря 

своим великим математикам, внесли в создание математики наиболее 

важный вклад. 

Для меня большая честь и радость быть приглашеиным сегодня вы­

ступить перед дружественной публикой, в стране, столь связанной с моей. 

Мне придется сделать выбор, выделив некоторую часть из того, о чем 

я мог бы сказать, и я извиняюсь за это перед вами. Я извиняюсь также 

за то, что вынужден пользоваться техническими терминами; я не смогу 

также задерживаться на точных определениях, но это и не очень инте­

ресно для вас. 

В математике, как и во всякой науке, имеется два вида ученых. С од­

ной стороны, великие ученые, открывающие новые широкие дороги, при­

носящие новые идеи, часто достаточно простые, о которых раньше никто 

не помышлял; и другие, которые на обширной территории, открытой пер­

выми для обработки, разводят сады, собирают там плоды, часто вкусные, 

пожинают злаки, часто великолепные. Роль этих ученых очень важна, 

даже необходима; но понятно, что человечество, и вполне резонно, удер­

живает в памяти имена только первых ученых. О них-то я и буду рас­

сказывать вам сегодня. 

«Король Генрих IV,- рассказывает Жозеф Бертран,- принимая 

в своем дворце Фонтенбло посла Генеральных Штатов Голландии, снис-

Le гбlе de la France dans le developpement des mathematiques // Publications de l'lnstitut 
Mathematique de Belgrade. 1992. Т. 51 (65). Р. 2-21. 
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ходительна nеречислял nрекрасных французских гениев, которые одолели 

своих соnерников в литературе, искусствах и великих делах. «Я восхи­

щаюсь, как и Вы,- ответил голландец, который nретендовал на знание 

геометрии,- но Франция до сих пор не породила ни одного математи­

ка». « Романус заблуждается»,- воскликнул Генрих IV и, обратившись 

к слуге, приказал послать за госnодином де ла Биготьером. Господин 

дела Биготьер был не кто иной, как Франсуа Виет (1540-1603), первый 
великий французский математик- создатель современной алгебры. Это 

он впервые выдвинул гениальную идею применить буквы для обозначения 

неизвестных величин. Он систематически пользовался символическими 

обозначениями действий, которые начали nрименяться еще в древности 

для облегчения решений отдельных числовых уравнений, и nредвидел, что 

эта идея получит широкое развитие. Благодаря Виету в конце XVI века, 
в котором процветала итальянская школа алгебраистов, Франция заняла 

свое место в создании современной математики. 

Добавлю, что Виет был достаточно тесно связан с одним из nервых 

югославских математиков Марином Геталдичем ( 1566-1626), который 
родился в Дубровнике и в 1600 г. занимался изданием последних книг 

Виета. 

XVII век открыл для Франции эру особенной славы. В истории ма­
тематики и физики наиболее выnукло выделяются три имени- Декарта, 

Паскаля и Ферма. Рене Декарт ( 1596-1650), философ, математик и фи­
зик, часто рассматривается как основоnоложник новой эры в истории 

человеческого разума. Поnытки Декарта-физика объяснения мира были 

быстро отвергнуты, между тем его идея объяснить все физические явле­

ния протяжением и движением не потеряла интереса и для нас, в связи 

с тем, что создатель общей теории относительности- сторонник того же 

принциnа, который объясняет физику с помощью геометрии; но прогресс 

математики позволил Эйнштейну дать этому nринцилу более удовлетво­
рительную реализацию, чем та, которая представлялась Декарту. 

В математике роль Декарта не может быть недооценена. Открытие 

Декартом аналитической геометрии (в 1637 г.) можно оспаривать. Вер­
но, что греческие геометры nользавались в своих рассуждениях числами 

и вычислениями, но у греков эти числа не потеряли полностью свой 

геометрический характер, который постоянно присутствовал в эллинисти­

ческой науке и следы которого еще остались в современной речи, когда 

в словах «квадрат» и «куб» мы слышим скорее название геометрических 

фигур, чем чисел. Именно Декарт вnервые выдвинул идею систематически 

пользоваться абстрактными числами для nредставления геометрических 

фигур и, таким образом, сводить геометрические рассуждения к вычисле-
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ниям. Тем самым он создал инструмент несравненной силы. Именно ему 

обязана всем своим развитием геометрия, сначала аналитическая, а затем 

дифференциальная; к этой последней относится предложенный Декартом 

общий метод нахождения касательных к кривым, прежде всего алгеб­

раическим. Благодаря аналитической геометрии математики постепенно 

пришли к пониманию пространста любого числа измерений и научились 

геометрически рассуждать в этих пространствах. 

Можно также сказать, что благодаря аналитической геометрии ма­

тематики чувствуют себя свободно в воображаемых пространствах. Так, 

например, недавно физики для объяснения физических явлений исполь­

зовали трехмерное сферическое пространство. Это, несомненно, далекие 

следствия гениального открытия Декарта. 

Декарту также принадлежит в алгебре правило знаков, а в чистой 

геометрии- теорема, переоткрытая позже Эйлером и носящая его имя. 

Эта теорема устанавливает связь между числами вершин, граней и ребер 

выпуклого многогранника; фактически это одна из первых теорем топо­

логии- науки, которая тогда еще не родилась. 

Наконец, в механике Декарт в своем принципе сохранения количества 

движения проявил интуицию, и потребавались только некоторые уточне­

ния, чтобы сформулировать один из основных принципов механики. 

Блез Паскаль (1623-1662), исключительный гений и глубокий фи­
лософ, обнаружил удивительно раннее развитие в геометрии, и в воз­

расте 16 лет написал «Трактат о конических сечениях», т. е. о кривых, 
изучавшихся древними как плоские сечения круглого конуса и играющих 

важную роль в теории движения планет Кеплера. 

Паскаль использовал труды своего современника Дезарга, одного 

из наиболее крупных французских геометров, который, наряду с самим 

Паскалем, был одним из предвестников проективной геометрии. Отправ­

ляясь, как и Дезарг, от перспективы, Паскаль смог установить поистине 

чудесное свойство этих кривых, которое сам Паскаль называл «мисти­

ческой гексаграммой», состоящее в том, что если в коническое сечение 

вписан шестиугольник, то точки пересечения трех пар его противополож­

ных сторон лежат на одной прямой. Эта первая работа Паскаля показала, 

что он является великим геометром. 

После того как Паскаль создал этот геометрический труд, он стал 

основоположником теории вероятностей. Его друг шевалье де Мере по­

ставил перед ним два вопроса, относящиеся к азартным играм. Паскаль 

ответил на них исключительно просто, сводя постепенно все возможные 

случаи к самому простому. Со своей стороны Ферма дал решение, осно­

ванное на совсем другом принципе. В переписке этих двух гениев мож-
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но nроследить происхождение принцилов теории вероятностей. Паскаль 

понимал огромное значение новых исследований. «Соединяя,- говорил 

он,- строгость математических доказательств с ненадежностью случай­

ности, новая наука может по nраву получить поразительное название 

геометрии сJJучайностей». 

Из знаменитых аргументов этого спора известно, насколько размыш­

JJения ПаскаJJЯ о «геометрии сJJучайностей» повлияли на развитие теории 

вероятностей. 

Известна также исключительно важная роль, которую эта теория 

сыграла в эволюции современной науки: целые части физики являются 

не более чем главами теории вероятностей, и многие физические законы 

следует рассматривать только как законы науки о случайном. 

Пьер Ферма (1601-1665), о котором мы уже говорили раньше, яв­
ляется одним из величайших математических гениев. Став советником 

парламента Тулузы в возрасте 30 лет, он оставался им до своей смерти. 
Его должность, казалось бы, не особенно способствовала математиче­

ской славе; но несомненно, что он имел достаточный досуг для того, чтобы 

предаваться своим любимым занятиям. 

Ферма знаменит прежде всего своими исследованиями по арифметике 

и теории чисел. Ему принадлежит много теорем, для которых он записы­

вал только формулировки без доказательств на полях экземпляра труда 

греческого математика Днофанта о неопределенных уравнениях, незадол­

го до того (в 1612 г.) изданного Баше де Мезириаком, автором «Приятных 
и занимательных задач». Несомненно, что Ферма мог или верил, что 

может доказать эти теоремы. Самая знаменитая из них, известная под 

названием «последняя теорема Ферма»,- теорема о том, что сумма двух 

n-x степеней (показатель n больше 2) не может сама быть п-й степенью. 
Эта теорема вызвала бесчисленное количество статей. Никто со времени 

Ферма не смог достоверно доказать ни ее правильности, ни ложности.*) 

Эта теорема послужила стимулом для создания более абстрактных тео­
рий современной алгебры, о которых Ферма, возможно, и не помышлял. 

Давно известно, что теорема может быть неверва только для некоторых 

исключительных значений показателя, но неизвестно, является ли чис­

ло этих исключительных значений конечным или бесконечным. Одними 
только исследованиями, вызванными этой теоремой, и математическими 

теориями, которые были созданы или усовершенствованы благодаря этой 

теореме, Ферма оказал значительное влияние на развитие теории чисел. 

Современники Ферма nризнавали его бесспорное первенство в этой об-

*) В настоящее время эта теорема доказана.- Прим. ред. 
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ласти. Паскаль в одном из своих писем сообщал, что числовые открытия 

Ферма далеко превосходят все остальные и что он способен только вос­

хищаться ими. 

Но Ферма не ограничивалея теорией чисел. Первая половина XVII ве­
ка является периодом, когда интегральное и дифференциальное исчис­

ления повсеместно получили толчок для своего развития. Достаточно 

упомянуть в связи с интегральным исчислением (вычислением площадей 

и объемов и определением центров тяжести) имена Кавальери и Робер­

валя. Ферма очень далеко продвинул свои исследования в этой области, 

и именно ему приписывают приемы интегрирования, ставшие классиче­

скими. Паскаль, в то время, когда он занимался задачей о циклоиде, 

однажды ночью, чтобы отвлечься от отчаянной зубной боли, занялся 

этой задачей и пришел к интегрированию степеней тригонометрических 

функций. 

Ферма и Паскаль внесли вклад и в дифференциальное исчисление 

(задаче о касательных). Ферма своим методом «максимумов и миниму­

МОВ>> предвосхитил понятие бесконечно малых. Действительно, Лагранж 

и Лаплас признавали в Ферма первого основателя исчисления бесконечно 

малых, а Эмиль Пикар мог сказать, что сочинение Паскаля о циклоиде 

является первым трактатом об интегральном исчислении. Те же формулы 

исчисления бесконечно малых у Лейбница впервые появились в его за­

мечаниях по поводу одной рукописи Паскаля, которая, по собственному 

выражению Лейбница, «внезапно озарила» его. 

Было бы несправедливо покинуть этих великих гениев, не упомянув, 

что в течение своей столь короткой жизни Паскаль нашел время уже 

в 20 лет построить первую арифметическую машину, способную выпол­
нять сложения и вычитания. 

Паскаль в трактате «0 равновесии жидкостей» был создателем, по­
сле Архимеда, гидростатики, и нельзя без волнения видеть в маленькой 

часовне, построенной во дворе церкви Порт-Рояль, рядом с посмертной 

маской Паскаля бочку, которая служила ему для проверки того, что мы 

называем «принциnом Паскаля». 

Наконец, известны опыты Паскаля в горах Пюи-де-Дом по измере­

нию атмосферного давления, возможно, подсказанные аббатом Мерсен­

ном, вдохновителем небольшой группы философов, математиков и физи­

ков, которые перед созданием Академии наук в 1666 г. образовали очень 

деятельный кружок. Это было счастливое время, когда один и тот же 

человек мог быть одновременно выдающимся философом, математиком 

и физиком и когда такой философ, как Мальбранш, гениально предвидел, 

что цвета определяются большей или меньшей частотой волн света. 
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*** 
Во второй половине XVII века и в начале XVIII века доминировали 

три великих ученых: голландец Христиан Гюйгенс ( 1629-1693), англи­
чанин Исаак Ньютон ( 1642-1726) и немец Готфрид Вильгельм Лейб­
ниц (1646-!7!6). Достаточно упомянуть, что двум последним мы обяза­
ны изобретением или, если угодно, систематизацией исчисления беско­

нечно малых и что первый из них знаменит своими трудами по диффе­

ренциальной геометрии, теоретической и nрикладной механике и nрежде 

всего своим «Трактатом о свете», где впервые была развита волновая 

теория света, nротивоnоложная теории Ньютона, основанной на испус­

кании частиц. 

Великая научная революция, которая nроизошла в этот период, бес­

сnорно, состояла в доказательстве Ньютона, что законы, управляющие 

движением небесных тел,- те же самые, что и законы движения тел на 

nоверхности Земли. Один и тот же закон всеобщего притяжения объяс­
няет движения nланет и комет и вес на Земле, морские nриливы и отливы 

и т. д. Гением Ньютона была создана совершенно новая наука- небесная 

механика. Но если принцилы и начала этой теории родились в Англии, 

то Франция стала страной, где эта теория получила наиболее благоnри­

ятные условия для ее дальнейшего развития. Для того чтобы убедить вас 

в этом, мне будет достаточно упомянуть имена ученых, которые внесли 

наибольший вклад в развитие этой теории: Клеро, Даламбер, Лагранж, 

Лаплас, Гаусс, Коши, Пуассон, Леверье, Тиссеран и, наконец и прежде 

всего, Анри Пуанкаре. 
Я немного остановлюсь на первом из них- Клеро. 

Алексис Клод Клеро ( 1713-1 765), второй в семье из 21 ребенка, 
отцом которых был профессор математики, получил раннее развитие, 
сравнимое с развитием Паскаля. Однако, в отличие от Паскаля, первые 

исследования Клеро не могли nредвещать важность его последующих 

работ. В возрасте двенадцати с половиной лет он послал в Академию 

наук свою первую работу, в 16 лет- мемуар о кривых двоякой кривизны, 

а в 18 лет он был назначен приказом короля, вопреки правилам, адъюнк­
том Академии наук. Я пропускаю его широко известные исследования по 
чистой математике, в частности, относящиеся к интегрированию диффе­

ренциальных уравнений, и перехожу к трудам Клеро, которые сделали 

его имя знаменитым. 

Ньютон и Гюйгенс, исходя из теоретических соображений, предвидели 

сплющивание Земли у полюсов и даже вычисляли его. Но измерения 

дуги меридиана от Парижа до Пиренеев, проведеиные Кассинн в 1701 г., 
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заставили усомниться в этом. В результате ряда оживленных, но бес­

плодных дискуссий по этому вопросу Академия наук решила послать 

в 1736 г. в Лапландию экспедицию под руководством Мопертюи, чтобы 

измерить там дугу меридиана. Клеро участвовал в этой экспедиции, рабо­

та которой была сильно затруднена снегом и полярной ночью. Измерения 

дали для градуса дуги меридиана длину, определенно превышающую ту, 

которую Кассинн нашел во Франции. Тем самым сплющивание Земли 
у полюсов стало очевидным и неоспоримым. Вся слава успеха экспедиции 

досталась Мопертюи. Его изображали с головой, украшенной медвежьей 

шаnкой, и с рукой, сплющивающей земной шар. Но Клеро не переставал 

размышлять над причинами этого сплющивания и искал теоретическое 

обоснование геометрической формы жидкой планеты под действием нью­

тоновских лритяжений. Результаты его размышлений и вычислений были 

изложены им в книге «Теория фигуры Земли» (1743 г.), которую Да­

ламбер называл «классическим шедевром, превосходящим все, что было 

сделано до сих лор по этому вопросу, отмечающим важную дату в истории 

небесной механики». 

Клеро также был предвестником сложной теории Луны, основан­

ной Ньютоном. Клеро изложил свои результаты в книге «Теория Лу­

ны» (J 732 г.), за книгой спустя два года nоследовали числовые таблицы, 

показывающие, как сказал Фонтен, «каждый шаг Луны на небе». 

Несколько лет сnустя Клеро стал очень знаменитым благодаря пред­

сказанию даты ожидаемого возвращения кометы Галлея. Он вычислил, 

что эта комета вернется на J 00 дней позже из-за влияния Сатурна 
и на 5 J 8 дней позже из-за влияния Юпитера и что она прошла бы через 
перигелий 13 апреля 1759 г., но многочисленные величины, которыми 

Клеро должен был пренебречь в своих вычислениях, могли бы изменить 

эту дату на один месяц. Действительно, возвращение кометы имело место 

13 марта. Аналогичный случай nроизошел через JOO лет с французским 
астрономом Леверье, когда он сообщил, в каком месте неба находится 

неизвестная планета, которая возмущала движение Урана. 

*** 
В последней лоловине XVIII столетия доминировали великие имена 

Эйлера и Лагранжа, к которым можно добавить имя Даламбера, однако 

его нельзя сравнить с двумя первыми. 

Леонард Эйлер ( 1707 -1783), «старейшина математиков», родился 
в Базеле, но большую часть жизни провел в Санкт-Петербурге и Бер­

лине. Его гений блистал во всех ветвях математики и его труды оказывали 

значительное и продолжительное влияние. Я всегда буду вспоминать то 
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восхищение, в которое я пришел при чтении его «Введения в анализ 

бесконечно малых», полученного мной в награду после окончания клас­

са специальной математики. Передо мной открылся совершенно новый 

мир, подготовивший меня к наилучшему пониманию лекций в Сорбонне 

и Нормальной школе. 

Жан Лерон Даламбер ( 1717 -1783) оставил свой след в различных 
областях математики. В алгебре его имя носит знаменитая теорема о том, 

что всякое алгебраическое уравнение имеет столько же вещественных или 

мнимых корней, сколько единиц в его степени. Доказательство Далам­

бера не было строгим. Доказательство, данное этой теореме Эйлером, 

основанное на совершенно другом принципе, также не безупречно. Стро­

гое доказательство нашел только знаменитый математик Гаусс, и только 

Коши сделал очевидной очень простую истинную причину справедливости 

этой теоремы. 

Из достижений в анализе я упомяну только, что Даламбер первый 

правильно составил уравнение в частных производных колебания струны. 

Наконец, в механике принцип Даламбера позволяет сводить задачи 

динамики к статике, этот принцип подготовил путь для создания анали­

тической механики Лагранжа. 

Жозеф Луи Лагранж ( 1736-1813) родился в Турине, но во француз­
ской семье; как и Эйлер, провел несколько лет в Берлине и обосновался 

в Париже лишь в 1787 г., так что Франция может считать с nолным 

правом Лагранжа своим знаменитым ученым. Это был один из самых 

великих математиков всех времен. 

В теории чисел он доказал последнюю теорему Ферма для показа­

теля 4. В алгебре он, nредвосхищая Абеля, Гаусса и Галуа, развивал 

единообразный метод, который сводит решение алгебраического уравне­

ния к составлению и решению уравнения меньшей степени. Он показал, 

что уравнения третьей и четвертой степени могут быть решены этим пу­

тем, а уравнения пятой степени этим путем решить нельзя. 

В анализе Лаrранж предложил метод интегрирования уравнений 

в частных производных первого порядка и ввел понятие особого ре­

шения. В своей теории функций Лагранж пытался подвести строгую базу 

под исчисление бесконечно малых, принципы которого еще не достигли 

желаемой строгости, хотя никто не сомневался в правильиости резуль­

татов, полученных с помощью этого исчисления. Лагранжу не удалось 

полностью решить эту задачу; тем не менее, этот труд, в котором впервые 

функция рассматривалась абстрактно, независимо от ее геометрического 

или механического смысла, оказал значительное влияние и подготовил 

путь для создания современной теории функций. 
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Сnособность Лагранжа к обобщениям особенно выявилась в его рабо­

тах по вариационному исчислению. Это исчисление возникло в XVIII веке 
в трудах швейцарцев Бернулли и Эйлера. Его nервые задачи относились 

к геометрии и механике. В самой nростой из этих задач требовалось 

найти на nоверхности кратчайшую линию между двумя данными точ­

ками. В этой задаче искомым неизвестным являлось не число, а более 

сложный объект -линия, состоящая из бесконечно многих точек. Это 

исчисление было особенно важным для механики, из-за принципа наи­

меньшего действия Моnертюи, сводившего оnределение траектории точки 

в данном силовом nоле к задаче на максимум и минимум. Не забудем 

также, что Ферма сводил законы оnтики к аналогичному nринципу, в силу 

которого световой луч, идущий от одной точки к другой, следует по такому 

пути, который требует для своего nрохождения наименьшее время. В тео­

рии, в которой почти каждая задача решалась специальным образом, 

Лагранж ввел общий метод, не зависящий от nрироды задачи, nользуясь 

бесконечно малыми вариациями неизвестных и nрименяя вариационное 

исчисление. 

Я пропущу работы Лагранжа по небесной механике, для того что­

бы перейти к его фундаментальному труду - созданию аналитической 

механики ( 1788 г.). Все великие nринципы современной механики были 
постеnенно завоеваны благодаря Галилею, Декарту, Гюйгенсу, Лейбни­

цу, Ньютону и Даламберу. Но необходимость принимать в расчет силы 

неизвестных связей при определении движения системы, находящейся 

под действием данных сил, часто делала это определение очень труд­

ным. Лагранж одним гениальным ударом, введя nонятие виртуальной 

работы, полностью устранил это преnятствие, по крайней мере в случае 

отсутствия трения, и предложил совершенно общий метод для nочти ав­

томатического составления уравнений, определяющих искомое движение; 

для этого достаточно уметь вычислять выражение живой силы системы 

и выражение элементарной работы, nроизводимой данными силами для 

виртуального бесконечно малого смещения системы. Помимо практиче­

ской важности это чудесное творение Лагранжа имеет и значительное 

философское значение, так как оно освещает полным светом все, что су­

щественно с точки зрения механических свойств в произвольной матери­

альной системе. Гений Лагранжа здесь равен гению Декарта- создателя 

аналитической геометрии. 

«Уравнения Лагранжа» аналитической механики nредоставляют ана­

литические модели для различных механических разъяснений некоторых 

физических теорий. С этой точки зрения эти уравнения имеют важное 

философское значение. У многих ученых XIX века была иллюзия, что 
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все можно объяснить с помощью аналитической механики; подобная 

иллюзия была у Декарта, который считал, что все можно объяснить с по­

мощью аналитической геометрии. В настоящее время эти иллюзии уже не 

разделяются учеными. Тем не менее математика действительно обладает 

способностью снабжать физиков аналитическими формами для их теории, 

и мы знаем многочисленные примеры этого. Некоторые превосходные 

умы видели опасность в таких чудесных синтетических построениях, как 

предложенные Лагранжем, которые позволяют охватить одним взглядом 

огромный ряд явлений, так как в этом случае имеется риск потерять 

контакт с конкретной действительностью. Таким был великий геометр 

Понселе, знаменитый своими работами по механике, который избегал 

применения метода Лагранжа и предпочитал в каждой задаче механики 

подробно следовать действиям различных сил, чтобы шаг за шагом прид­

ти к окончательному действию этих сил. Тот же Поиселе по аналогичной 

причине избегал применения аналитической геометрии и предпочитал 

прямое исследование геометрических фигур; он рассматривал соотноше­

ния между различными частями одних фигур и частями других фигур, 

применяя принцилы геометрии древних. Отсюда видно, что имеются два 

вида ученых,- и те и другие необходимы для прогресса науки. 

Среди французских математиков имеются ученые обоих видов. 

*** 
Лидерство французских ученых в математике, очевидное в конце 

XVIII века (Эйлер умер в 1783 г.), стало особенно ясным во время 

Французской революции и в начале XIX века. Среди великих имен этого 
периода следует указать Монжа, Лапласа и Лежандра. 

Пьер Симон Лаплас ( 17 49-1827) повсеместно известен своими ра­
ботами по небесной механике, которую он сделал общедоступной в своем 

замечательном «Изложении системы Мира». Эта чудесная книга подроб­

но разъясняет почти все небесные явления. В ней была сформулирована 

классическая концепция научного детерминизма, согласно которой зна­

ние положений различных материальных точек, составляющих Вселен­

ную, и их скоростей в один данный момент достаточно для того, чтобы 

оnределить их положения и скорости в любой момент их существования, 

во всяком случае при условии знания закона сил взаимодействия этих то­

чек с другими точками, если эти силы определяются ньютонавой моделью 

сил притяжения. Именно по этой концепции математическая физика раз­

вивалась в течение долгого времени, и только недавно в ней была пробита 

брешь благодаря развитию теории электромагнетизма и атомной физики. 

Однако эта концепция имела огромное влияние на развитие науки. 
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Другим значительным трудом Лапласа является «Аналитическая тео­

рия вероятностей» (1812 г.), одной из важных частей которой было при­

менение понятия вероятности к методу наименьших квадратов, опреде­

ленному еще Лежандром. 

В исследованиях о nритяжении эллиnсоидов Лаnлас ввел сфериче­

ские функции, с помощью которых можно представить любую функцию 

точки на сфере. Здесь же находится знаменитое уравнение Лапласа, кото­

рому удовлетворяет ньютонов потенциал, определенный Лагранжем. Это 

уравнение встречается во многих задачах анализа, геометрии, механики 

и физики. 

С Андриеном Мари Лежандром (1752-1833) мы связываем воз­
рождение теории чисел, которую с большим успехом развивал Эйлер. 
В арифметике Лежандру мы обязаны законом взаимности, носящим его 

имя, хотя впервые этот закон был сформулирован Эйлером несколькими 

годами раньше. Лежандр впервые дал точную формулировку этого закона 

и доказал его для некоторых случаев. Гаусс несколько позже открыл его 

в третий раз и дал много строгих и полных доказательств этого закона. 

Великое сочинение Лежандра, которое nотребовало от него многих 

лет труда- большой двухтомный трактат «Об эллиптических интегра­

лах», оnубликованный в 1825 и 1826 гг. В нем дано полное исследование 
этих интегралов, содержащих квадратный корень из многочлена четвер­

той степени. Лежандр указал различные замечательные формы, которые 

можно nридать этим интегралам. Тем самым Лежандр подготовил пре­

красную теорию эллиптических функций и поделил славу ее создания 

с Якоби и Абелем. 
Отметим, наконец, его «Начала геометрии» ( 1794 г.), которые nере­

издавались много раз и в англосаксонских странах заменили в препо­

давании «Начала» Евклида. Эта книга Лежандра сыграла важную роль 

в истории неевклидовой геометрии. 

Гасnар Монж (1746-1818) считается одним из самых великих фран­
цузских геометров. Для этого имеется двойное основание. Прежде всего, 

он создатель современной начертательной геометрии. Эта наука имеет 

долгую историю: она выросла из теории персnективы, принцилы кото­

рой были известны еще итальянским художникам эпохи Возрождения 
и с помощью которой Дезарг и Паскаль внесли важный вклад в теорию 

конических сечений, а несколько nозже, следуя за ними, французский 

геометр Делаир обобщил на конические сечения теорию полюсов и поляр 

относительно круга. 

Монж систематизировал начертательную геометрию и впервые про­

изводил построения на поверхностях, отличных от плоскости. Далее, кии-
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гой «Приложения анализа к геометрию> Монж дал значительный импульс 

развитию дифференциальной геометрии, рано выделившейся из аналити­

ческой геометрии Декарта. Эта ветвь геометрии занимается свойствами 

поверхностей, углубленное изучение которых было начато Эйлером и Ме­

нье. Монж выдвинул идею рассмотрения больших семейств поверхностей 

в виде множеств решений одного и того же уравнения в частных про­

изводных. Он интегрировал уравнение, определяющее минимальные по­

верхности, реализуемые конкретным образом в опытах Плато, и которые 

позднее, вплоть до наших дней, стали объектом важных исследований. 

Теории Монжа были объектом его преподавания в Нормальной шко­

ле, основанной Конвентом в 1795 г. наряду с Политехнической школой, 

где преподавали также Лагранж и Лаплас. 

Монж умел объединять вокруг себя большой круг учеников, из кото­

рых ограничусь упоминанием Дюпена, известного своей книгой «Развитие 

геометрии», где он ввел понятие сопряженных касательных и индикатрису 

в точке поверхности. Дюпена можно рассматривать как одного из пред­

вестников аффинной геометрии. 

*** 
Первая половина XIX века во Франции отмечена именами Фурье, 

Коши, Поиселе и Галуа. Все эти гении открывали новые пути в науке. 

Жана Батиста Жозефа Фурье ( 1768-1830) можно рассматривать 
как создателя математической физики. Я пропущу его работы по ал­

гебре, которыми не следовало бы пренебрегать, для того чтобы сразу 

перейти к его «Математической теории теплоты», появившейся в 1822 г., 

но задуманной им не позже 1807 г. Этим трудом Фурье открыл новую об­

ласть математического анализа. «Аналитические уравнения, неизвестные 

древним геометрам, - писал Фурье, - и введенные впервые Декартом 

для изучения кривых и поверхностей, приложимы не только к свойствам 

фигур и к объектам теоретической механики, но могут быть применены 

ко всем общим явлениям. . . Анализ, рассматриваемый с этой точки зре­
ния, распространяется на саму природу, он определяет все возможные 

отношения и меры времени, пространства и температуры. . . В изучении 
всех явлений он следует тем же путем, он выражается тем же языком, что 

и язык единства и простоты плана Вселенной, и еще более раскрывает 

неизменный порядок, управляющий всеми делами природы». Не забу­

дем, наконец, что для Фурье углубленное изучение законов, управляющих 

природой, является наиболее плодотворным источником математических 

открытий; в частности, математическая теория теплоты сыграла важную 

роль в развитии чистой математики. 
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Теория тригонометрических рядов, основанная Фурье для интегриро­

вания уравнений в частных производных, которые он встречал, породила 

бесчисленное множество работ, предназначенных для строгого обосно­

вания, дополнения и развития этой теории. 

Одна из главных проблем, которую следовало решить, состояла 

в определении того, какие функции допускают представление в виде ряда 

Фурье. Примеры, данные самим Фурье, показались очень странными 

и должны были породить в умах математиков удивление, аналогичное 

тому, что испытал бы музыкант, когда из соединения чистых звуков 

в конечном или бесконечном числе получалея бы какой-то набор бес­

смысленных шумов. Все эти странные результаты заставили математиков 

пересмотреть и уточнить применяемое ими довольно туманное понятие 

функции и размышлять об основаниях их науки. Это породило неслы­

ханное следствие, не закончившееся до сих пор, -теорию множеств, 

к которой привели эти просчеты математиков и в которой парадоксы 

разрешаются с трудом и, боюсь, без полного успеха. 

То же происхождение, что и теория множеств, имеет теория функций 

одного вещественного переменного. созданная французскими математи­

ками в конце XIX и в начале ХХ веков. 
Огюсте н Луи Коши (1 789-1 857) был чрезвычайно плодовитым ге­

нием, успешно работавшим во всех ветвях математики -теории чисел, 

геометрии, анализе, небесной механике. Он положил начало эре стро­

гости в математике, не соглашаясь, как это делал Эйлер, пользоваться 

рядами, не будучи уверенным в их сходимости. Коши принадлежит общее 

правило, позже открытое снова Адама ром, которое позволяет определить, 

при каких значениях переменнаго сходятся степенные ряды, подробно 

изучавшиеся в XVIII веке. 
Великим творением Коши является теория функций комnлексного или 

мнимого переменного. Мнимые величины в течение более трех веков были 

скандалом математики. Итальянские алгебраисты XVI века встретились 
с ними в формуле для корней уравнения третьей степени в том пара­

доксальном случае, когда все корни вещественные. Мнимые величины 

оказались необходимыми и очень удобными и с их nомощью очень легко 

удалось получить важные результаты в области вещественных величин, 

что без них не удавалось. Тайна была разъяснена в конце XVIII века 
швейцарским математиком Арганом- он предложил конкретную интер­

претацию мнимых величин, которые, подобно векторам на плоскости, 

обладают не только длиной, но и направлением. 

Коши представлял точки плоскости не только двумя вещественными 

координатами, но и одной мнимой (или, лучше сказать, комплексной) 
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координатой. Поэтому функцию комплексного переменнаго можно рас­

сматривать как закон, ставящий в соответствие одной точке плоскости 

другую точку этой плоскости при дополнительном очень важном условии, 

обеспечивающем существование производной этой функции. Тем самым 

Коши создал новый мир функций. Элементы этого мира исключительно 

организованы: так же, как Кювье мог восстановить допотопное существо 

по фрагменту его скелета, математик вполне уверенно может восста­

новить функцию Коши, зная ее значение во всех точках сколь угодно 

малой дуги кривой. В этом новом мире господствуют чудесные порядок 

и гармония и, как в теории чисел, ничто не дает впечатление большей 

красоты, чем длинная цепь теорем, определяющих свойства этих функций, 

и многочисленные применения этих теорем. 

Величие труда Коши измеряется длинным рядом работ, посвящен­

ных функциям мнимого переменного, и тем, что Коши дал возможность 

открыть много вещей, о которых, быть может, сам не подозревал. Одна 

очень красивая по своей простоте теорема оказалась достаточной для то­

го, чтобы сделать почти бессмертным имя Лиувилля. Другая знаменитая 

теорема, носящая имя, быть может, самого великого из ныне живущих 

математиков Эмиля Пикара, получена им еще совсем молодым, в то вре­

мя, когда перед ним открылись неожиданные широкие горизонты, до сих 

пор порождающие новые исследования. 

Великий немецкий математик Вейерштрасс развил теорию функций 

комплексного переменного, исходя из другой отправной точки. Долгое время 

считалось, что это изменение точки зрения не должно отразиться на теории, 

но Эмиль Борель-и это одно из самых красивых его открытий- по­

казал, что точка зрения Коши дает возможность более глубоко вникнуть 

в суть дела. Борелю действительно удалось отнять от плоскости достаточ­

ные участки, чтобы никакой круг, каким бы малым он ни был, не остался 

бы незатронутым, и он смог на оставшейся части плоскости определить 

функцию, удовлетворяющую условиям Коши, но не удовлетворяющим 

определению Вейерштрасса, в силу которого функция комплексного пе­

ременного может существовать только на незатронутых участках площади. 

Помимо этого Эмиль Борель внес мощный вклад в развитие теории функ­

ций комплексного переменнога изданием серии монографий по теории 

функций, в которой участвовали и участвуют сейчас ученые всех стран. 

С Жаном Виктором Понселе (1788-1867) мы входим в область чи­
стой геометрии. Понселе считается создателем проективной геометрии, 

объектом которой являются свойства фигур, сохраняющиеся при проек­

тированиях. Ему мы обязаны новым и чрезвычайно плодотворным по­

нятием полярного преобразования, которое позволяет из одной плоской 
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фигуры получать другую плоскую фигуру, обладающую особым свой­

ством-тем, что точкам первой фигуры соответствуют прямые линии вто­

рой фигуры, а точкам второй фигуры- прямые линии первой. Это nре­

образование часто nозволяет сводить доказательства некоторых свойств 

одной фигуры к более nростому доказательству свойств другой фигуры. 

Немного nозднее Жергонн вывел отсюда принциn двойственности, игра­

ющий фундаментальную роль в проективной геометрии. 

Наконец, Поиселе мы обязаны очень важным nринципом неnрерыв­

ности: если некоторое свойство доказано для одной фигуры, оно не пере­

стает быть верным при деформации этой фигуры, сохраняющей nредпола­

гаемые соотношения между различными элементами фигур. Этот nринцип 

в формулировке Понселе оспаривался Коши, который смог легко nри­

вести nримеры невыполнения этого принципа. Однако этому принципу 

можно придать совершенно строгую формулировку, которой не дал Пои­

селе; этот принцип часто используется и бывает весьма полезен. 

Влияние Поиселе в геометрии было весьма значительным. Работы 

немецких геометров Штейнера и Штаудта обязаны своим появлением 

Понселе. Сильное влияние Павселе испытал и Шаль, первый заведу­

ющий кафедрой высшей геометрии Сорбонны, который был одним из 

самых блестящих представителей современной чистой геометрии. Ша­

лю мы обязаны замечательным памятником истории- «Историческим 

обозрением развития геометрии», в котором было исправлено некоторое 

число ложных мнений. 

Прежде чем расстаться с Понселе, я добавлю, что он играл важную 

роль в развитии nрикладной механики, которую долгое время nреnодавал 

в Меце, а затем в Сорбонне. 

Эварист Галуа (1811-1832)- одна из самых необычных фигур в ис­
тории науки. Получив два раза отказ на приемных экзаменах в По­

литехническую школу, он был принят в 1831 г. в Нормальную школу. 

Активное участие в политике привело его к нескольким месяцам тюрьмы 

и исключению из Школы. Он был убит на дуэли по ничтожному поводу 

в возрасте двадцати с половиной лет. Галуа изложил свои математические 

открытия по теории уравнений в двух мемуарах, посланных в Академию 

наук, но не понятых и утерянных, и в нескольких маленьких статьях, 

опубликованных в 1830 г. в «Бюллетене Ферюссака», и подробно описал 

их в письме к своему другу Шевалье накануне дуэли. Фрагменты из 

других статей, найденные в бумагах Галуа, были опубликованы Лиувиллем 

в 1846 г. в его журнале. 

Значение труда Галуа можно кратко охарактеризовать следующим об­

разом. Итальянские алгебраисты XVI века Тарталья, Кардано и Феррари 
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решили уравнения третьей и четвертой степени с помощью извлечения 

квадратных и кубических корней, но все дальнейшие настойчивые попыт­

ки решить уравнения высших степеней оказались тщетными. J1агранж, 

Абель и Гаусс внесли важный вклад в этот вопрос, указав некоторые 

классы уравнений, разрешимых в радикалах. Абель первым доказал 
в 1826 г. невозможность решить в радикалах общее уравнение пятой 

степени. Стал очевидным тот факт, что задача, которой настойчиво за­

нимались, начиная с XVI века, многие математики, была поставлена 

некорректно. Галуа принадлежит слава человека, который внес полную 

ясность в этот вопрос: он показал, что с каждым данным уравнени­

ем связано некоторое число перестановак его корней, образующих то, 

что называется группой. Это те перестановки корней, при которых не 
изменяются рациональные соотношения, имеющие место между ними 

(смысл выражения «рациональные соотношения» может быть уточнен). 

От природы этой группы зависят существенные свойства этого уравне­

ния- возможность или невозможность решить уравнение в радикалах и, 

в общем случае, природа вспомогательных уравнений, предварительное 

решение которых влечет за собой решение данного уравнения. Такая точ­

ка зрения позволила Галуа с легкостью вывести результаты, полученные 

его предшественниками. Теория групп подстановок, т. е. перестановак 

векоторого числа объектов, основанная Коши, оказалась чрезвычайно 

важной благодаря работам Галуа. Он усовершенствовал эту теорию 

в важных пунктах и показал фундаментальную роль простых групп. 

Галуа обогатил также теорию чисел, определив новые классы мни­

мых чисел- «мнимости Галуа», каждый из которых связан с векоторой 

степенью простого числа. 

Имя Галуа часто встречается не только в упомянутой теории урав­

нений, но и в других теориях современной алгебры. Письмо к его другу 

Шевалье показывает нам, что он сделал открытия в анализе не менее 

важные, чем в алгебре, опередив на 25 лет работу великого немецкого 
математика Римана об абелевых интегралах. 

Горько думать о том, что потеряла наука со столь ранней смертью 

Галуа, и, как говорит Эмиль Пикар, «наше восхищение его жизнью, ко­

роткой и трагической, 1ем более велико, что он смог оставить такой 

глубокий след в науке». 

Теория Галуа позволила разъяснить парадоксальное введение мнима­

стей в формулу для решения уравнения третьей степени, все корни кото­

рого вещественны, так как теперь стало возможно доказать, что решение 

уравнения, все корни которого вещественны и которое разрешимо в ве­

щественных радикалах, может содержать только квадратные радикалы. 
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Эта теория позволяет также доказать невозможность решения с помо­

щью циркуля и линейки таких завещанных древними задач, как задачи 

удвоения куба и трисекции угла. 

Мы обязаны великому французскому математику КамилJJу Жорда­

ну ( 1838-1922) значитеJJьным трудом- «Трактатом о подстановках», 

являющимся подJJинным памятником, воздвигнутым во славу ГaJJya. 

Простота и гJJубина основной идеи Галуа таковы, что они могJJИ быть 

приложены к другим областям, помимо ашебраических уравнений. Эмиль 

Пикар и Эрне Вессио показали, что эта идея применима также к инте­

грированию линейных дифференциаJJьных уравнений. Я упомяну также 

исследования Драша и Вессио, распространивших теорию Галуа на инте­

грирование более общих дифференциаJJьных уравнений, но здесь возник­

JJИ трудности, из-за которых пришлось исказить теорию, или, по крайней 

мере, немного пожертвовать ее прекрасной простотой. 

Эволюция науки пocJJe Галуа обнаружиJJа возрастающую важность 

понятия группы в самых разных ветвях математики и физики. Норвеж­

ский математик Софус Ли (1842-1896), создатель теории непрерывных 
групп преобразований, пронизаJJ ими анализ и геометрию. БоJJьшой по­

клонник ГaJJya, Ли посвятиJJ свой боJJьшой трактат о группах преобразо­

ваний Высшей НормаJJьной шкоJJе (1889 г.). 

Именно во Франции были написаны наибоJJее важные труды, разви­

вающие эту теорию, совершенствующие и расширяющие ее и находящие 

ей все новые приложения. Пуанкаре утверждал, что понятие группы 

заранее имеется в уме геометра, так как аксиома о том, что ecJJи две фи­

гуры равны третьей, то они равны между собой, равносильна признанию 

существования группы, управJJяющей геометрией, а именно множества 

операций, преобразующих фигуры в равные им. Замечательно, что теория 

групп способна указать нам все конкретные разновидности, связанные 

с понятием «равенства фигур», в том смысле, которым пользоваJJся 

в 1872 г. веJJикий немецкий геометр ФеJJикс КJJейн. В этом смысJJе имеет­

ся бесконечно много возможных геометрий, каждая из которых управJJя­

ется отдельной группой и может изучаться сама по себе, без обращения 

к элементарной геометрии. В эту схему входит и проективная геометрия, 

в которой две фигуры рассматриваются как равные, ecJJи от одной из них 

можно перейти к другой с помощью последовательности проектирований. 

*** 
Минуло столетие со времени исследований Галуа. В течение этих 

ста лет математика претерпела значительное развитие. Было написано 

бесчисленное количество статей, многие из которых, впрочем, бесполезно 
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загромождают наши библиотеки. Едва намеченные новые теории были 

полностью созданы и иногда даже распространились в другие области 

математики. Одним словом, в этой науке, как и в других, имелось этакое 

«брожение», и не всякому математику теперь легко охватить все развитие 

нашей науки. 

Умы, способные делать важные открытия одновременно в чистой 

и прикладной математике, становятся все более редкими. Исключительно 

трудно встретить такого гения, как француз Андре Мари Ампер ( 1775-
1836), который был одновременно крупным физиком, создателем элек­
тродинамики, и великим математиком -он разделяет с Монжем славу 

основания теории уравнений в частных производных второго порядка. 

Такими же были француз Габриэль Ламе (1795-1870), который одно­
временно занимался анализом, геометрией и являлся одним из создателей 

теории упругости, и француз Симеон Пуассон (1781-1840), знаме­

нитый своими трудами по анализу и математической физике. Можно 

рассматривать как математика и знаменитого Огюстева Френеля ( 1788-
1827), основателя физической оптики, работы которого ознаменовали 
решительную победу волновой теории света, по крайней мере до создания 

квантовой физики. 

Вместо того чтобы приводить вам длинный, может быть, утомитель­

ный список, я предпочту немного остановиться на нескольких великих 

французских математиках, которые были моими учителями и которым 

я счастлив выразить здесь мое почтение и восхищение. 

Шарль Эрмит (1822-1901), едва поступив в Политехническую шко­
лу, послал знаменитому Якоби, который вместе с Абелем был основа­

телем теории эллиптических функций, работу о подразделении абелевых 

трансцендентальностей- функций, связанных с интегрированием наибо­

лее общих алгебраических дифференциалов. Якоби, который при ана­

логичных обстоятельствах встретил теплый прием у Лежандра, выразил 

юному Эрмиту свое восхищение его результатами. Это положило начало 

переписке двух великих умов. Именно Якоби Эрмит в возрасте 24 лет 
прислал свои открытия в высшей арифметике, которые ставили его в ранг 

наиболее крупных математиков. Продолжая знаменитые работы Гаусса, 

Эрмит занялся общей алгебраической теорией форм в общем виде и ввел 

непрерывные переменвые в теорию чисел, в которой господствует дис­

кретность. Он впервые рассмотрел неопределенные сопряженные квад­
ратичные формы, называемые в настоящее время эрмитовыми формами. 

Благодаря этому имя Эрмита является одним из тех, которые встречаются 

в работах по квантовой физике. Это один из многих примеров того, как 
абстрактная теория неожиданно применяется к конкретным задачам. 
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Славу Эрмиту принесло также его открытие в 1873 г. трансцендентно­

сти числа е, основания натуральных логарифмов. Существование транс­

цендентных чисел, т. е. таких чисел, которые не являются ни целыми, 

ни рациональными, ни корнями алгебраических уравнений с целыми ко­

эффициентами, было впервые доказано Лиувиллем. Открытие Эрмита 

получило широкую известность и возбудило надежду, что Эрмит докажет 

также трансцендентность числа те и тем самым докажет невозможность 

решения циркулем и линейкой проблемы квадратуры круга. Девять лет 

спустя немецкий математик Фердинанд Линдеман, вдохновившись ме­

тодом Эрмита и остроумно обобщив его, заслужил честь этого нового 

открытия. 

Эрмит производил глубокое впечатление на всех, кто слушал его 

лекции. «Невозможно забыть,- писал известный математик Поль Пе­

нлеве,- почти религиозный стиль его преподавания, озноб от красоты 

или таинственности, которые овладевали его аудиторией, когда он го­

ворил о каком-нибудь чудесном открытии или о неизвестном. Его слова 

внезапно открывали широкие горизонты в различных областях науки, они 

вызывали любовь и уважение к истине». 

Со своей стороны я рассматривал лекции Эрмита как откровение 

и испытывал ясную и чистую радость, которую дает созерцание ма­

тематического порядка; эту радость можно сравнить с той, которая 

возникала у Бетховена, когда он слышал в себе свои лучшие произ­

ведения. 

Гастон Дар б у ( 184 7 -1917) был одновременно специалистом по ана­
лизу и геометрии. Я оставлю в стороне его исследования по анализу, 

несмотря на их большое значение, и на то, что в некоторых из них он был 

предшественником важных открытий. Своей славой Дарбу обязан прежде 

всего своим трудам по геометрии. Дарбуне относился ни к тем геометрам, 

которые отказываются от чистой красоты геометрии для того, чтобы заме­

нить ее аналитическими выкладками, ни к тем специалистам по анализу, 

которые сводят геометрию к последовательности вычислений и которые 

не интересуются их геометрическим смыслом. В этом смысле он был про­

должателем Монжа, соединявшего очень умелое использование анализа 

с очень тонкой и очень развитой геометрической интуицией. Его методы 

всегда отличались редким изяществом и совершенным образом сочета­

лись с особенностями рассматриваемых случаев. В своем преподавании 

на кафедре высшей геометрии Сорбонны, которую он унаследовал у Ша­

ля, Дарбу часто отдавал предпочтение теории тройных ортогональных 

систем, в которой с удовольствием подчеркивал важность труда Ламе, 

а также теории изгибания поверхностей, возникшей в «Исследованиях 
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о кривых поверхностях» Гаусса и являвшейся до Дарбу предметом важ­

ных работ французских геометров, среди которых мне будет достаточно 

упомянуть Осенана Бонне. 

Наконец, Дарбу показал плодотворность своего метода подвижного 

триэдра, который состоит в использовании вместо фиксированной си­

стемы координат, не имеющей никакого отношения к изучаемой фигуре, 

локальных систем координат, связанных с каждой точкой этой фигуры. 

Этот метод получил у Эли Картана, благодаря теории групп, широкое 

развитие и смог быть применен к самым различным пространствам, ко­

торые были созданы геометрами после открытия общей теории относи­

тельности. 

Влияние Дарбу на развитие геометрии было значительным: он имел 

учеников-энтузиастов во всех странах; ограничусь упоминанием здесь 

великого румынского геометра Георге Uицейки (1873-1939), одного из 
основателей «Математического обозрения Балканского Союза», недав­

нюю утрату которого оплакивает ученый мир. 

«Теория поверхностей» Дарбу является главным монументом, воз­

двигнутым во славу геометрии и анализу. Эту книгу еще в течение долгого 

времени будут изучать как классический труд. 

Рассказывают, что один молодой немецкий математик удивлялся, 

что Лагранж не считал Гаусса самым великим немецким математиком. 

Лагранж ответил ему: «Нет! Гаусс- самый великий математик Европы». 

Можно сказать аналогичным образом об Анри Пуанкаре (1854-1912), 
что он был не только великим математиком, он был самой математикой. 

Нет ни одной части математики и даже физики, в которой он не оставил 

бы свой след, которую бы он не обновил или не превратил в новую 

науку. 

Определив фуксовы функции, Пуанкаре смог выразить с помощью 

униформных функций одного параметра координаты точки алгебраиче­

ской кривой,- результат, который до него геометры могли получить толь­

ко для весьма частного класса этих кривых. Он решил общую задачу 

униформизации очень смелым методом. 

Пуанкаре был предвестником теории функций нескольких комплекс­

ных переменных. 

Пуанкаре был создателем новой теории, изучающей в целом решения 

дифференциальных уравнений в вещественной области; благодаря этой 

теории он смог обновить методы небесной механики и изучать периодиче­

ские решения и решения, асимптотические к ним, в задачах, поставленных 

в этой науке, а также исследовать задачи устойчивости для этих решений, 

в связи с чем он создал понятие инвариантного интеграла. 
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В топологии, ветви геометрии, занимаюшейся только теми свойствами 

тел, которые сохраняются при любых непрерывных деформациях, почти 

все работы появились только после того, как Пуанкаре написал три или 

четыре мемуара, посвяшенных этой науке. 

В Сорбонне Пуанкаре преподавал последовательно все ветви мате­

матической физики. Пуанкаре оказал значительное влияние на возник­

новение идей, которые привели к опыту Майкельсона, и был одним из 

основоположников теории относительности. 

Преждевременная смерть Пуанкаре лишила науку светоча, об утрате 

которого будут часто жалеть. 

Весь образованный мир знал его научно-философские книги «Наука 

и гипотеза» и «Ценность науки», которые были переведены на многие 

языки. В этих книгах Пуанкаре дал чеканные формулировки наиболее 

важных проблем, поставленных наукой. Иногда Пуанкаре был близок 

Паскалю, например, когда он говорил: «Мысль- это только вспышка 

среди долгой ночи, но это вспышка, которая есть все». 

Наука в течение долгого времени будет развивать следствия из идей 

Пуанкаре, шедро рассыпанных в его творчестве, столь обширном и раз­

нообразном. 

К именам великих ученых, о которых я только что говорил, следует 

добавить имена Поля Аппеля (1855-1930) и Эдуарда Гурса (1858-
1936), професеорав чудесной ясности, первый из которых был автором 
«Трактата о теоретической механике», а второй- «Трактата о диффе­

ренциальном и интегральном исчислении», которые в течение долгого 

времени являются классическими трудами. 

Особенно следует добавить имя Эмиля Пикара, единственного ныне 

живушего из этого славного поколения, окруженного всеобшим восхи­

шением и уважением. Два года назад Пикар, вместе с великим немец­

ким математиком Давидом Гильбертом, одним из первых получил зо­

лотую медаль Института Миттаг-Леффлера, а несколько недель назад 

на торжестве, посвяшенном пятидесятилетию его избрания в Академию 
наук, Борель проеламял величественными словами научное творчество 

Пикара. 

Я уже говорил о теореме Пикара и о его трудах, продолжаюших 

теорию Галуа. Труды Пикара об алгебраических функциях двух пере­

менных основали алгебраическую геометрию поверхностей. Эта наука 
получила значительное развитие в Италии, которая в течение почти сто­

летия является родиной целого поколения великих геометров. Среди них 

имеются такие, которые изучали алгебраическую геометрию поверхностей 

с более геометрической точки зрения, чем Эмиль Пикар, но Эмиль Борель 
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был вправе сказать, что без трудов Пикара алгебраическая геометрия не 

могла бы получить такое развитие. 

*** 
Слава французской математики, блиставшая в период, когда Эрмит, 

Дарбу, Пуанкаре и Пикар создавали свои великие открытия, не померкла, 

руки, несшие ее факел, не ослабли. Я должен ограничиться упоминанием 

нескольких имен. 

Габриэль Кениге ( 1858-1931) был очень тонким геометром, работы 
которого по линейчатой геометрии были отмечены таким же изяществом, 

как работы Дарбу. 

Поль Пенлеве (1863-1933), благодаря созданию новых трансцен­
дентностей, смог решить проблему, казавшуюся неприступной самому 

Пуанкаре, который характеризовал результаты Пенлеве в анализе сле­

дующими словами: «Математика представляет собой прочно оборудо­

ванный континент, все страны которого тесно связаны одна с другой; 

творчество Поля Пенлеве представляет собой отдельный сверкающий 

остров в соседнем океане». Но это мнение не полное, так как Пенлеве 

способствовал значительному прогрессу механики, которую он продол­

жительное время преподавал в Политехнической школе. 

Именно Пенлеве своими теоретическими исследованиями внес наи­

более крупный вклад в развитие авиации, начиная с ее возникновения, 

и благодаря Певлеве создание авиации можно рассматривать как почти 

исключительную заслугу французов. 

Жак Адамар, слава которого повсеместна, оставил свой след в теории 

чисел исследованиями о функции ~(s) Римана, связанной с трудной пробле­

мой распределения простых чисел, в геометрии- трудами о геодезических 

линиях на поверхностях с противоположными кривизнами, в анализе- ра­

ботами об уравнениях математической физики в частных производных 

и о принципе Гюйгенса, а также в вариационном исчислении и функци­

ональном анализе- новой науке, которую создал великий итальянский ма­

тематик Вито Вольтерра и которой Адамар дал сильный импульс развития. 

Наконец, своим семинаром в Коллеж де Франс, где все зарубеж­

ные математики, посещавшие Париж, делали доклады о своих последних 

работах, Адамар оказал глубокое влияние на развитие математики, рас­

сматриваемой как дело международного сотрудничества ученых. 

Молодость Адамара, продолжающаяся до наших дней, является га­

рантом его дальнейшего творчества. 

Теория функций комплексного переменнога всегда разрабатывалась 

во Франции с большим успехом. Достаточно назвать имена Эмиля Бо-
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реля, Пьера Фату, рано умершего прекрасного математика, Поля Мон­

теля, знаменитого своей теорией нормальных семейств функций, Гастона 

Жюлиа, хорошо известного своими трудами по итерации рациональных 

функций, Жоржа Валирона и так далее. 

Теория функций вещественного переменнаго была создана почти ис­

ключительно французскими математиками. Подготовленная «Трактатом 

об анализе» Камилла Жордана, изучавшимен во всех странах, глубо­

кое влияние которого было сравнимо с влиянием «Трактата об анализе» 

Пикара, эта теория возникла в трудах Эмиля Бореля, создателя теории 

меры множеств, Анри Лебега, создателя знаменитой теории интегриро­

вания, носящей его имя, Рене Бэра и Арно Данжуа. Эта теория внесла 

неожиданную гармонию в область, о которой ничего не знали и которую 

многие математики считали недостойной изучения. Смелость этой теории 

показала проницательность и глубину видения ее авторов. Мне следовало 

бы сказать еще о теории абстрактных пространств Мориса Фреше, об 

инфинитезимальной геометрии Жоржа Булигана и вспомнить труды Эли 

Картана в анализе и геометрии, о которых, как вы понимаете, я здесь 

суждения не могу выносить. 

Создание Института Анри Пуанкаре вызвало новый подъем иссле­

дований по математической физике во Франции. В теории вероятностей 

в настоящее время вдохновителем является Эмиль Борель, издавший 

серию книг, которая заслуживает такой же известности, как и изданная 

им серия книг по теории функций. В первой книге из этой серии были 

опубликованы прекрасные исследования Фреше, Поля Леви и Жоржа 

Дармуа. Кафедру теоретической физики занимает Луи де Бройль, моло­

дой создатель волновой механики, который преобразовал атомную физику 

и примирил волновую теорию света с теорией испускания частиц. 

Нельзя не вспомнить также Институт механики, директором которого 

является Анри Вилла, хорошо известный своими трудами по гидродина­

мике, руководитель серии «Memoгial des Sciences Mathematiques», вы­
звавшей подражания во многих странах. В то же время Вилла- главный 

редактор «Journal de Mathematiques Puгes et Appliquees», который был 
основан около века назад Лиувиллем и долгое время редактировался 

великим математиком Камиллом Жорданом. Картина активности фран­

цузской математики была бы неnолной, если бы я не уnомянул о значи­

тельной роли, которую со времени их основания играли Политехническая 

и Нормальная школы. Почти все великие французские математики более 

столетия формиравались в одной из этих Школ. Последние полвека слав­

ную роль питомника французской математики играет почти исключитель­

но Нормальная школа, что было признано еще 50 лет назад Софусом Ли. 
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Несколько раз зарубежные страны посылали в эту Школу своих 

лучших молодых людей, чтобы они получили такое же образование, как 

их французские товарищи. Следует приложить усилие, чтобы не рассмат­
ривать как французских математиков геометра Георге Uицейку, о котором 

я говорил сегодня, и моего товарища и друга Михайле Петровича, ста­

рейшину югославских математиков. Мы были рады узнать от него о боль­

шой оригинальности созданного им спектрального метода в арифметике, 

алгебре и анализе и основанной им общей феноменологии, в которой 

он систематически занимается проблемой существования аналитических 

форм, способных воспринимать одновременно законы многих физических 

теорий, на первый взгляд совершенно различных. Я думаю, что этими 

трудами математика также обязана Франции. 

В настоящее время подрастает молодое поколение, готовое сменить 
старших; этим мы в значительной степени обязаны Нормальной школе. 

Может быть, слишком рано упоминать имена, но многие из них уже хоро­

шо известны. Мне будет достаточно упомянуть только одно имя- Жака 

Эрбрана, творчество которого, грубо оборванное смертью, давало надеж­
ду предполагать, что он будет великим математиком, равным, быть может, 

Эваристу Галуа. 

Дамы и господа! Мне пора остановиться, так как я уже слишком злоупо­

требил вашим благосклонным вниманием. Разрешите мне, однако, сделать 

еще одно замечание общего характера, которое послужит нам заключением. 

Математика, как всякая наука, но, несомненно, более, чем всякая 

другая, развивается путем последовательных абстрагирований. Забота 

о строгости побуждает математиков все более и более освобождать 

изучаемые ими сущности от конкретных свойств, которые не участвуют 

в их рассуждениях. Этот процесс побуждает к известным причудам, бла­
годаря которым математики становятся учеными, которые сами никогда 

не знают, о чем они говорят, и даже не заботятся о том, чтобы узнать, 

существует ли то, о чем они говорят. Это преувеличенное равнодушие 

к реальности всегда было неприемлемо для французских математиков. 

В самом деле, они знают, что хотя логика необходима, не она является 

главной. В математической деятельности, как в любой человеческой 

деятельности, дощкна быть шкала ценностей: несомненно следует рас­

суждать правильно, но прежде всего следует ставить важные проблемы. 

В этом отношении мы можем утверждать, что великие французские ма­
тематики не только всегда знали, о чем они говорят, но и всегда обладали 

необходимой интуицией для того, чтобы выбрать в качестве объекта своих 

размышлений наиболее фундаментальные проблемы, решение которых 

окажет наиболее глубокое влияние на развитие науки. 
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В 1942 г. отмечается столетие со дня рождения знаменитого норвеж­

ского математика Софуса Jlи. 

Образованной публике известны великие писатели, великие драма­

турги и великие музыканты Норвегии. Менее известен вклад, который 

этот народ внес в другие области интеллектуальной деятельности. 

В науке проелавились два очень крупных математика. Первый из 
них- Нильс Хенрик Абель, родившийся в 1802 г. и умерший в воз­

расте 27 лет, оставивший труд восхитительной глубины, второй- Софус 
Jlи (1842-1898). 

Мариус Софус Jlи родился 17 декабря 1842 г. в семье пастора в ма­

ленькой деревне Эуль в глубине Эульского фьорда, одного из ответвлений 

Нордфьорда, который глубоко врезается в сушу в двухстах километ­

рах севернее Бергена и в ста двадцати километрах к югу от Андальс­

неса, название которого часто произносилось в трагические часы мая 

1910 Г. 

Пастор Jlи был назначен в 1851 г. на должность в маленький город 

Мосс, расположенный на берегу фьорда Осло, недалеко от столицы, 

которая тогда называлась Христианией. Маленький Софус посещал го­

родскую школу в этом городе; в возрасте 15 лет он стал учеником частной 
гимназии в Христианин, а через два года начал слушать курсы в Уни­

верситете Христианин. Он был хорошим учеником по всем предметам, 

и нельзя было предвидеть, что он более способен по какой-нибудь одной 

дисциплине, чем по другой. Он не давал никаких оснований считать его 

преждевременно развитым в математике, как это было с такими знаме­

нитостями, как Паскаль и Клеро, а также с Абел~, который был самым 

молодым профессором математики. 

В 1865 г., получив диплом лиценциата наук, Софус Jlи довольно долго 
не решался выбрать путь, по которому он должен пойти; он был не уверен 

в своем призвании и мучился от этого. Внезапно, в 1868 г., лекция о ра­

ботах французского геометра Поиселе и немецкого геометра Плюккера 

пробудила в нем непреодолимое желание стать математиком. Всю свою 

Un centenaire; Sophus Lie // Les grands courants de la pensee mathematique: Ed. F. Le 
Lionnais. Fontenay-aux-Roses: Cahiers du Sud, 1948. Р. 253-257. 
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жизнь он сохранял благодарность этим двум ученым, которых он не знал 

лично, так как Поиселе умер в 1867 r., а Плюккер- в 1868 г.; но и тот 

и другой оказали глубокое влияние на общее направление исследований 

Софуса Ли. 

Первые статьи Софуса Ли дали ему возможность в 1869 г. получить 

государственную стипендию, которая позволила ему длительное время 

пробыть за границей. Зиму 1869-1870 гг. он провел в Берлине, где 
познакомился с учеником Плюккера Феликсом Клейном и подружился 

с ним; они работали вместе, обменивались идеями, и несомненно, что это 

оказалось чрезвычайно плодотворным как для одного, так и для другого. 

Летом 1870 г. они вместе отправились в Париж, где познакомились 

с Камиллом Жорданом и Гастоном Дарбу. Последний был того же воз­
раста, что и Ли, а первый был старше на 4 года; оба они представляли 
славу французской науки. 

Именно в Париже Софус Ли сделал одно из самых прекрасных своих 

открытий- знаменитое преобразование, которое носит его имя и уста­

навливает неожиданное соответствие, с одной стороны, между прямыми 

линиями и сферами пространства, а с другой стороны, между асимп­

тотическими линиями и линиями кривизны поверхностей. Одного этого 
открытия, приводящего в восторг всех геометров, достаточно для того, 

чтобы обессмертить имя Софуса Ли. 

После объявления франко-прусской войны Клейн возврашается 

в Берлин, а Софус Ли остается во Франции и собирается идти пешком 

в Италию через всю Францию. Он был арестован почти в самом нача­

ле при прохождении леса Фонтенбло. Быть может, облик рассеянного 

математика, быть может, просто его внешний вид, без сомнения, обна­

руживающий в нем иностранца, заставили заподозрить его в шпионаже, 

и Ли пришлось провести четыре недели в тюрьме Фонтенбло, откуда 
он был освобожден благодаря активному вмешательству Дарбу. Нам 

кажется, что Софус Ли не обиделся за это маленькое злоключение, 

которое, быть может, помимо всего, дало ему убежище, где он смог 

спокойно размышлять и работать. 

Из Италии, куда он прибыл без затруднений, Софус Ли вернулся 
в Христианию через Швейцарию и Германию. 

Получив степень доктора наук в 1871 г. за диссертацию, в которой 

он развивал многочисленные следствия из своего открытия, сделанного 

в Париже, Софус Ли преподавал в течение года в Лундеком универ­

ситете в Швеции (в это время Швеция и Норвегия составляли единое 

государство). Благодаря вмешательству своих друзей и рекомендации 

иностранных ученых, высоко оценивших значение его работ, парламент 
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Норвегии создал для Ли кафедру в Университете Христианин. Теперь он 

мог при полном спокойствии духа предаться развитию своих идей. 

В это время он женился на дальней родственнице своего знаменитого 

соотечественника Абеля. Это был счастливый брак, который принес двух 

дочерей и сына. 

Этот период жизни Софуса Ли отмечен большой интеллектуальной 

активностью. Мемуары следуют за мемуарами- мемуары по геометрии, 

мемуары по анализу об интегрировании уравнений в частных производ­

ных. Естественно, я не моrу даже мечтать nроанализировать эти работы, 

хотя мне удалось решить аналогичную задачу для сочинений великого 

французского геометра Гасnара Монжа, одного из основателей Политех­

нической школы, который в своем труде показал, что анализ и геометрия 

должны взаимно опираться друг на друга. Софус Ли своей славой обязан 

nрежде всего созданной им теории групп преобразований, необходимость 

и плодотворность которой он счастливо предвидел. В этом смысле он яв­

ляется, и это общепризнанно, продолжателем французского математика 

Эвариста Галуа, чья краткая и бурная карьера (он умер в 20 лет) оставила 
бессмертный труд, отклики на который, быть может, еще ощущаются до 

СИХ ПОр. 

Галуа показал, что понятие группы перестановак дает ключ для всей 

теории решения алгебраических уравнений, и, в частности, он нашел глу­

бокую причину невозможности решить в радикалах уравнения, степень 

которых превосходит 4; невозможности, которую для уравнений пятой 
степени доказал Абель. Ли же показал роль, которую понятие группы 

nреобразований может играть в теориях интегрирования: в 1872 г. его 

друг Феликс Клейн в знаменитой «Эрлангенской программе» подробно 

изложил фундаментальную роль, которую теория групп преобразований 

играет в геометрии. Можно сказать, что в настоящее время эта теория 

пронизывает всю математику и физику. Но сама теория групп преобра­

зований и ее аппарат еще не были созданы и ничто не указывало на путь, 

которым надо было следовать для их создания. Софус Ли занялся этим 

исследованием в 1873 г. и, упорно работая, доказал основные теоремы, 

из которых вскоре вывел очень много следствий. 

В 1882 г., читая статью французского математика Альфана, Софус 

Ли понял, что его предыдущие работы позволяют ему высоко подняться 

над проблемой, изложенной Альфаном. Он почувствовал необходимость 

изложить результаты своих предыдущих исследований в большом дидак­

тическом труде специально для тех, кто хочет изучить эту теорию групn. 

Благодаря преданному сотрудничеству молодого немецкого матема­

тика Фридриха Энгеля задуманный труд был закончен и опубликован 
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после 9 лет работы над ним; он появился в виде трех больших томов, 
вышедших один за другим в 1888-1893 гг. 

В 1886 г. Ли был приглашен в Лейпцигский университет для того, 

чтобы сменить Клейна, назначенного профессором Геттингенского уни­

верситета. В Лейпциге Ли мог теперь собрать своих учеников; он был 

счастлив увидеть здесь нескольких молодых выпускников Высшей Нор­

мальной школы, приелаиных директором школы Жюлем Таннери для 

того, чтобы изучать теорию групп там, где она создается. Я буду рад упо­

мянуть среди них Эрне Вессио, ныне почетного директора Нормальной 

школы, который смог своими исследованиями продолжить труд Софу­

са Ли. 

В 1892 г. Ли приезжает в Париж на 6 месяцев, с большим интере­
сом и вниманием он относится к исследованиям молодых французских 

ученых по теории групп. Его часто можно было видеть, окруженного 

ими, за столиком в кафе «La source» («Источник») на бульваре Сен-Ми­
шель; нередко бывало, что белое мраморное покрытие одного из столиков 

оказывалось заполненным формулами, которые мэтр писал карандашом, 

чтобы пояснить свои идеи. 

Безразличие, можно сказать, игнорирование, с которым были встре­

чены большинством математиков первые работы Софуса Ли, теперь сме­

нилось восхищением. Многие крупные академии, кроме, однако, Бер­

линской, избрали Ли в число своих членов. Во время его пребывания 

в Париже 7 июня 1892 г. Парижская академия наук избрала его своим 
членом-корреспондентом по отделению геометрии. 

Через год, в 1893 г., вышел третий том его большого труда; он был 
посвящен Высшей Нормальной школе- эта дань уважения была вы­

ражением почтения к Школе, студентом которой был Эварист Галуа, 

а директор понимал важность труда великого норвежского ученого. Со­

фус Ли должен был снова приехать в Париж некоторое время спустя, 

в 1895 г., на празднование столетия Нормальной школы, и для книги, из­
даваемой по этому случаю, он должен был написать статью, содержащую 

глубокую характеристику труда основателя теории групп Галуа. 

В 1897 г. Казанское физико-математическое общество впервые при­
суждало премию имени Лобачевского, учрежденную в честь русского 

математика, который первым дал систематическое изложение неевми­

довой геометрии, основанной на отрицании пос1улата Евклида. Эта пре­

мия значительной ценности должна была присуждаться каждые 5 лет за 
публикацию лучшей книги по геометрии, преимущественно неевклидовой 

геометрии. По докладу Феликса Клейна, который был интересен и сам 
по себе, премия была присуждена Софусу Ли. Большая часть третьего 
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тома его труда действительно была посвящена углубленному обсуждению 

гипотез или аксиом, которые должны быть положены в основу геометрии, 

для того чтобы сделать вывод, исходя из принятого, выполняется ли 

в этой геометрии постулат Евклида или нет и является ли геометрия 

классической евклидавой или неевклидовой геометрией Лобачевского или 

Римана. Эти исследования позволили впоследствии исправить в некото­

рых пунктах, уточнить и дополнить работы великого физика Гельмгольца. 

Вскоре после получения премии имени Лобачевского Софус Ли по­

кинул Лейпциг, чтобы занять в Университете Христианин кафедру теории 

групп, которую его родина создала для него. Но по прибытии на роди­

ну состояние его здоровья сильно ухудшилось. Злокачественная анемия 

медленно подтачивала его силы, и он тихо угас 18 февраля 1898 г. в воз­

расте 56 лет. 
В 1921 г. Энгель в сотрудничестве с профессором университета 

в Христианин Хегором начал публиковать полное собрание сочине­

ний Софуса Ли. Оно состояло из шести больших томов и включало 

многочисленные заметки и очень интересные выдержки из писем Ли 

к различным иностранным математикам. Этот труд- прекрасный памят­

ник, воздвигнутый во славу Софуса Ли,- был завершен в 1936 г., когда 

в Осло состоялся Международный математический конгресс, на котором 

собралось большое число математиков из всех стран мира. На одном 

из заседаний конгресса в присутствии самых высокопоставленных лиц 

Норвегии, в большом зале университета был установлен бюст Софуса Ли, 

и один из французских делегатов прочел послание Нормальной школы, 

посвященное памяти Софуса Ли. С 1939 г. копия этого бюста, подарок 

Германа Ли, сына великого геометра, украшает научную библиотеку 

Нормальной школы. 

Софус Ли был высокого роста и имел классическую внешность чело­

века Севера. Светлая широкая борода обрамляла его лицо, и его серо-го­

лубые глаза светились за очками. Он производил впечатление человека 

необычайной физической силы. При общении с ним всегда чувствовалась 

его искренность и доброта. Он не боялся признать своего незнания тех 

разделов математики, которые не были ему близки, но это не мешало ему 

сознавать их значение. 

Софус Ли не всегда был приятен при общении, особенно во время 

тяжелых приступав неврастении, которые отнимали у него сон и всякую 

возможность трудиться. Он должен был проводить много времени в пси­

хиатрической больнице. Когда он немного поправлялся, его активность 

возвращалась. Если верить его сотруднику Энгелю, у которого я заим­

ствую эти подробности, характер Ли менялся, в частности, он становился 
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чрезвычайно обидчивым, подозревал своих учеников в том, что они по­

хищают его идеи. Что представляют собой эти маленькие странности по 

сравнению с величием труда Софуса Ли? 

Потомки будут видеть в нем только гения, создавшего теорию групп 

преобразований, но мы, французы, никогда не сможем забыть о наших 

связях с ним, которые делают память о нем дорогой для нас. 
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